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Dada a incerteza associada a` evoluc¸a˜o dos prec¸os dos ativos e das respetivas taxas de caˆmbio num
mercado internacional, o investidor de hoje atribui maior relevaˆncia a` conservac¸a˜o do capital investido
do que a` obtenc¸a˜o de largos ganhos. Assim, o risco torna-se no foco da ana´lise na construc¸a˜o de uma
carteira de investimentos. Como tal, o presente trabalho procura, em particular, analisar o risco de
perda numa carteira de investimentos, considerando os ganhos como uma oportunidade para o investidor.
Consequentemente, recorre-se a` semi-variaˆncia para efetuar a medic¸a˜o do risco e procura-se comparar o
modelo de selec¸a˜o de carteiras utilizando esta medida de risco com o tradicional modelo de Markowitz.
O retorno esperado com o investimento e´ outro fator importante, sendo essencial para a escolha de
ativos na integrac¸a˜o dessa carteira. E´ no bino´mio retorno e risco que se ira´ basear o modelo em estudo,
realc¸ando a importaˆncia da interac¸a˜o entre os ativos, representada por uma matriz de semi-covariaˆncias e
que sera´ gerada de forma a ser de natureza sime´trica e exo´gena. Uma estrate´gia de backtesting encontra-
se implementada de forma a observar a evoluc¸a˜o do comportamento em ambos os modelos com base
nos dados histo´ricos. Para investimentos por va´rios perı´odos, tornam-se necessa´rios ajustes na carteira
atrave´s da compra e venda de ativos. Face a isto, sera´ apresentado um modelo linear recursivo de deciso˜es
de investimentos sequenciais para dois perı´odos. Em ambos os casos, o modelo com base na semi-
variaˆncia tende a apresentar um melhor desempenho do que o modelo tradicional baseado na variaˆncia
dos retornos.
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Due to the uncertainty associated with the evolution of asset prices and their respective exchange rate
in an international market, investors give nowadays more importance to maintaining a certain level of
capital than to obtaining large gains. Thus, risk becomes the focus of the analysis on the construction
of an investment portfolio. The present work aims, in particular, to analyse the risk of loss in an invest-
ment portfolio, while considering the price movements above a pre-defined value as an opportunity to
the investor. Consequently, the semivariance is used to measure risk and a comparison is made between
the portfolio selection model using this risk measurement and the Markowitz’s traditional model. The
minimum required return on the investment is another important factor, essential to the assets’selection
to integrate the portfolio. The model in this study will be based on the trade-off between risk and return,
highlighting the importance of the interaction between the assets, represented by the semicovariance
matrix, which will be generated to be symmetrical and exogenous. A backtesting strategy will be im-
plemented in order to observe the portfolio’s behavior in both models based on historical data. For
investments over multiple periods, portfolio adjustments are required through the sale and acquisition of
the available assets. Having this in consideration, a model based on linear decisions rules for two periods
of investment will be developed. In both cases, the model based on the semivariance tends to achieve
better results than the traditional model based on returns variance.
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O mercado financeiro surge com a crescente comercializac¸a˜o de ativos financeiros entre os mercados
nacional e mundial, que se traduzem em compras e vendas de produtos ou instrumentos com valor,
podendo estes ser materiais ou imateriais. Nos dias de hoje, este mercado caracteriza-se como sendo o
maior mercado do mundo que, sem espac¸o fı´sico, existe em qualquer lugar, via internet, telemo´vel ou
qualquer outro meio de comunicac¸a˜o.
A crescente expansa˜o deste processo traduz-se na valorizac¸a˜o ou desvalorizac¸a˜o dos ativos financei-
ros, refletindo-se nas oscilac¸o˜es dos respetivos valores de mercado que, consequentemente, se traduzem
em impactos financeiros para os investidores, atrave´s de ganhos ou perdas financeiras. Pretende-se as-
sim elucidar o leitor para a importaˆncia da estrate´gia de formac¸a˜o de uma carteira de investimentos e
chamar a atenc¸a˜o para alguns crite´rios possı´veis de controlar. Deste modo, sera´ pratica´vel a obtenc¸a˜o de
benefı´cios com os investimentos, mesmo que com diferentes tipos de ativos, emitentes, setores, paı´ses
ou regio˜es geogra´ficas. Realc¸a-se a importaˆncia desta selec¸a˜o inteligente para um futuro incerto.
A vasta diversidade de produtos financeiros oferecidos e a incerteza para com determinados inves-
timentos contribuem para as oscilac¸o˜es dos valores desses ativos. Acresce-se assim a dificuldade de
previsa˜o do comportamento dos mesmos e, como consequeˆncia, surge a preocupac¸a˜o com os riscos
inerentes, particularmente o impacto que o risco de mercado possa ter nos prec¸os dessas trocas e inves-
timentos. Assim, uma ana´lise cuidada e fundamentada relativamente a`s potencialidades e fraquezas dos
ativos sa˜o essenciais para uma melhor selec¸a˜o de ativos, complementada com a diversificac¸a˜o dos mes-
mos, sendo considerada uma mais valia nos investimentos, pois cria um contrabalanc¸o dos riscos entre
os diferentes ativos, particularmente os na˜o correlacionados, permitindo que haja menos volatilidade na
carteira.
Perante um mercado internacional, surge um risco adicional devido a`s alterac¸o˜es contı´nuas nas taxas
de caˆmbio, originando o designado risco cambial. Gera-se a inevitabilidade de ana´lise da medida de risco
tendo em considerac¸a˜o as oscilac¸o˜es entre o valor das divisas dos diferentes paı´ses a que o investidor se
encontrara´ sujeito, enquanto mantiver ativos de paı´ses cuja moeda na˜o e´ (nem vale) o mesmo. Num
mercado dome´stico em exclusivo, esta ana´lise na˜o seria necessa´ria, visto que o investimento seria feito
na pro´pria moeda base. Ha´ ainda outros fatores determinantes no valor da moeda (a inflac¸a˜o, a taxa
de juro, entre outros), que na˜o sera˜o considerados neste trabalho. Desta forma, o risco torna-se ainda
mais incerto e acaba refletido na rentabilidade do investimento. A diversificac¸a˜o internacional tem assim
um papel ainda mais relevante, e em conjunto com uma boa ana´lise e´ possı´vel tirar vantagens desta
volatilidade das taxas de caˆmbio. Nomeadamente, num perı´odo de valorizac¸a˜o da moeda estrangeira
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face a` moeda local, o que ira´ levar a um ganho extra.
Por outro lado, quando se fala numa carteira de investimentos, considera-se uma lista de ativos in-
vestidos conjuntamente, cujo objetivo se prende num contrabalanc¸o mu´tuo entre eles, promovendo uma
protec¸a˜o ao investidor e dando resposta aos seus interesses. Assim, a ana´lise de uma qualquer carteira
de investimentos prende-se com a melhor conjugac¸a˜o para a formac¸a˜o dessa face aos ativos disponı´veis,
tendo como base a combinac¸a˜o entre o risco e a recompensa da carteira. Markowitz (1959), galardo-
ado com o Pre´mio Nobel da Economia em 1990, foi o pioneiro desta tema´tica com a Teoria Moderna
das Carteiras, introduzindo um modelo teo´rico para a construc¸a˜o de um conjunto de carteiras o´timas.
Contudo, o pro´prio sugere:
“Analyses based on Semivariance tend to produce better portfolios than those based on Variance.
Variance considers extremely high and extremely low returns equally undesirable. An analysis based on
Variance seeks to eliminate both extremes. An analysis based on SE 1, on the other hand, concentrates on
reducing losses.”
Assim, este trabalho procura analisar os riscos de uma carteira de investimentos internacional, consi-
derando a semi-variaˆncia como medida de risco. Acredita-se que seja uma melhor medida para a ana´lise
do risco do que a tradicional variaˆncia e, por isso, sera´ analisada tal hipo´tese, procurando a comparac¸a˜o
dos dois modelos. A semi-variaˆncia e´ uma medida de risco que tem em considerac¸a˜o o perfil de risco do
investidor para a ana´lise do risco da carteira, considerando um determinado retorno alvo pretendido e pro-
porcionando maior coereˆncia no investimento. Desta forma, permite considerar apenas os valores abaixo
desse retorno como risco indeseja´vel, designando-os de perdas. Quanto aos valores acima do valor espe-
rado, apesar de incertos, na˜o sera˜o considerados como perdas mas sim ganhos, visto ser algo bene´fico e,
por isso, na˜o influenciara˜o o risco da carteira. Consequentemente, considera-se o grau de assimetria da
distribuic¸a˜o dos retornos como um fator influenciador desta medida de risco, sendo que quando os retor-
nos apresentam uma distribuic¸a˜o sime´trica, o me´todo funciona de forma ideˆntica a` variaˆncia. Por outro
lado, sera´ introduzido um conceito recente para observar a interac¸a˜o entre os diferentes ativos de uma
carteira, visto que esta ira´ influenciar o risco e o retorno pretendidos de um investidor, tal como sugerido
por Estrada (2008). Deste modo, sera´ possı´vel determinaruma matriz de semi-covariaˆncias que refletira´
estas interac¸o˜es e sera´, em particular, de natureza sime´trica e exo´gena, o que a tornara´ generaliza´vel para
a construc¸a˜o de quaisquer carteiras que considerem o mesmo retorno alvo definido.
Sera´ aplicada uma estrate´gia de backtesting, que consiste na formac¸a˜o de va´rias carteiras para um
horizonte temporal considerando os dados histo´ricos mensais, a fim de se observar o comportamento das
carteiras estimadas atrave´s da metodologia em ana´lise. Para cada carteira simulada sera˜o simultanea-
mente determinados os respetivos retorno e risco. Face a`s oscilac¸o˜es dos dados histo´ricos, as carteiras
ira˜o consequentemente alterar-se, refletindo a evoluc¸a˜o que os ativos tiveram no mercado e que ira´ per-
mitir analisar o comportamento de cada modelo face a essas mudanc¸as.
Quando considerada uma sequeˆncia de diversos perı´odos de investimento, a volatilidade nos prec¸os
dos ativos obriga por vezes a reajustes na carteira em diferentes momentos do horizonte temporal, a
fim de direcionar o desempenho da carteira de forma a obter benefı´cios pretendidos, como minimizar o
risco incorrido e alcanc¸ar o retorno esperado. Deste modo sera´ introduzida uma otimizac¸a˜o de carteiras
para multiperı´odos, permitindo eventuais reajustes de compra e venda de ativos em diferentes perı´odos
do horizonte de investimento. O desenvolvimento deste me´todo dinaˆmico tera´ como base deciso˜es li-
neares recursivas de um investimento sequencial que sera˜o implementadas para dois perı´odos. Desta
forma, pretende-se minimizar a totalidade de risco incorrido durante todo o investimento e alcanc¸ar um
1Semi-variaˆncia em torno da me´dia, E.
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determinado valor de riqueza.
Em suma, considera-se relevante uma ana´lise e interpretac¸a˜o sobre a forma de constituir uma car-
teira de investimentos face ao risco disposto a incorrer, procurando saber de que forma a semi-variaˆncia
contribui para a ana´lise do risco, bem como acompanhar a evoluc¸a˜o da carteira por diversos perı´odos,
dando resposta a necessidades de ajustes de compra e venda de ativos por forma a alcanc¸ar os objetivos.
1.2 Estrutura
O presente trabalho encontra-se dividido em 5 capı´tulos, sendo este o primeiro deles, intitulado de
Introduc¸a˜o, no qual se pretende contextualizar o tema e enunciar a tema´tica que sera´ desenvolvida e
apresentada ao longo do trabalho. Segue-se a Revisa˜o Litera´ria, cujo objetivo se prende com o estudo e
ana´lise de trabalhos cientı´ficos anteriores, contendo a informac¸a˜o essencial para a investigac¸a˜o e entendi-
mento dos resultados que se seguira˜o. No capı´tulo seguinte, Metodologia, sera´ apresentado o desenvolvi-
mento do modelo em estudo, para um perı´odo e para uma sequeˆncia de dois perı´odos. Neste u´ltimo caso,
sera˜o estabelecidas restric¸o˜es lineares recursivas, permitindo eventuais reajustes na carteira e que sera˜o
observados atrave´s de uma ana´lise multiperı´odo. Segue-se o capı´tulo Resultados, onde sera˜o apresen-
tados os dados, uma ana´lise global dos mesmos e uma estimativa para um determinado perı´odo futuro,
feita atrave´s de uma estrate´gia de backtesting para um determinado horizonte temporal, terminando com
a evoluc¸a˜o de uma carteira multiperı´odo. A Conclusa˜o sera´ o capı´tulo final, onde sera˜o expostos e anali-
sados os resultados alcanc¸ados do modelo desenvolvido e uma comparac¸a˜o com um outro modelo mais





Nesta capı´tulo, encontram-se os conceitos teo´ricos necessa´rios ao desenvolvimento deste projeto,
sendo tais baseados na leitura de trabalhos de diversos autores, que na˜o so´ estudaram em detalhe as
tema´ticas em causa, como tambe´m analisaram e desenvolveram modelos fulcrais a` sua concec¸a˜o, nome-
adamente na constituic¸a˜o de carteiras de investimento, realc¸ando a importaˆncia da semi-variaˆncia nos
modelos modernos. Igualmente, procura-se saber quais os impactos da taxa de caˆmbio num mercado de
investimentos internacionais. E´ com a fusa˜o destas tema´ticas que se desenvolvera´ o presente trabalho.
2.1 Constituic¸a˜o de uma Carteira Diversificada
A ana´lise de uma carteira de investimentos apresenta-se como sendo fundamental para contrabalanc¸ar
a protec¸a˜o de um investidor e o respeito pelas oportunidades surgidas. Markowitz (1952) revolucionou
esta tema´tica atrave´s da construc¸a˜o de um modelo de selec¸a˜o de carteiras, cujo objetivo se prende com
a formac¸a˜o de uma carteira de investimentos o´tima, determinando consequentemente a carteira mais
adequada a cada investidor, de acordo com o seu perfil de risco e rentabilidade.
O objetivo deste modelo consiste em saber quais os pesos a atribuir a cada ativo na formac¸a˜o da
carteira, por forma a otimizar o risco incorrido face aos retornos pretendidos, ou seja, a aplicac¸a˜o do
modelo vai consistir num trade-off entre retorno e risco. Inicialmente na˜o foi considerada a possibilidade
de vendas a descoberto (venda de ativos financeiros que na˜o se possui), quer isto dizer que os valores dos
pesos na carteira na˜o podem tomar valores negativos. Para tal, o modelo precisa dos retornos individuais
dos ativos, dos respetivos desvios-padra˜o e das covariaˆncias entre cada dois ativos. O retorno da carteira
formada baseia-se na me´dia ponderada dos pesos atribuı´dos a cada um dos ativos, wi, com os respetivos
retornos esperados de cada um, µi, apresentado na equac¸a˜o (2.1). O risco da carteira e´ medido pelo
desvio-padra˜o, ou raiz quadrada da variaˆncia da carteira, sendo esta u´ltima determinada em func¸a˜o dos
pesos, variaˆncias e covariaˆncias dos ativos, encontrando-se na equac¸a˜o (2.2). As variaˆncias e covariaˆncias
sa˜o representadas por σi j. Ou seja, quando i = j representa a pro´pria variaˆncia do ativo; e quando i 6= j,
fica a representar a interac¸a˜o entre os ativos i e j, designando-se de covariaˆncia. Considere-se ainda que










wiw jσi j (2.2)
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Uma carteira consiste num conjunto de diversos instrumentos financeiros que procuram dar resposta
a`s necessidades pessoais de investimento. Segundo Markowitz (1959), quando se dete´m uma carteira
constituı´da por diversos ativos e´ possı´vel reduzir o risco inerente a essa carteira sem sacrificar a rendibi-
lidade, atrave´s da denominada diversificac¸a˜o de ativos. Assim, a constituic¸a˜o de uma carteira com mais
do que um ativo traz um maior benefı´cio para o investidor. Consequentemente, chamar-se-a´ de carteira
diversificada quando a combinac¸a˜o de ativos da carteira permitir ter o benefı´cio referido. Desta forma,
quanto maior for o nu´mero de tı´tulos que integram uma carteira, menor sera´ o seu risco total, ficando
reduzido o risco especı´fico em cada um dos tı´tulos.
A Teoria Moderna das Carteiras, Modern Portfolio Theory (MPT), desenvolvida por Markowitz
(1952), culmina na utilizac¸a˜o do modelo matema´tico (2.3), aqui na sua forma matricial, cujo objetivo






s.a. µ w≥ RP
w′ 1 = 1
(2.3)
Considerando n o nu´mero total de ativos disponı´veis para investir, tem-se que σP corresponde ao
desvio-padra˜o da carteira em func¸a˜o dos pesos, µ ao vetor linha do retorno esperado de cada ativo, w
e´ um vetor coluna com os pesos de cada ativo na carteira, Σ e´ a matriz quadrada de dimensa˜o n das
covariaˆncias dos ativos, e cuja diagonal conte´m exatamente as variaˆncias de cada ativo. Finalmente 1 e´
um vetor unita´rio em coluna com dimensa˜o n×1.
Como Markowitz (1959) explica, para que haja efetivamente uma diversificac¸a˜o na carteira e´ pre-
ciso entender de que forma os retornos dos ativos se encontram relacionados, com o fim de interpretar
a sua interac¸a˜o e desempenho conjunto, procurando saber de que modo estas podera˜o reduzir o risco
deste mesmo investimento. Caso estejam positivamente correlacionados, mas na˜o perfeitamente corre-
lacionados, significa que os retornos de cada um desses ativos teˆm a tendeˆncia para se deslocarem em
conjunto no mesmo sentido, ou seja, ambos para valorizarem ou desvalorizarem, o que fara´ com que o
risco da carteira aumente. Caso na˜o estejam correlacionados, o investimento nesses ativos na˜o leva a
um acre´scimo do risco na carteira para ale´m das volatilidades individuais. Por fim, no caso de estarem
negativamente correlacionados, podera˜o sim, reduzir o risco ou ate´ elimina´-lo, atrave´s da anulac¸a˜o do
risco um do outro. De notar que a correlac¸a˜o entre dois ativos tendera´ a ser maior quando pertencentes
a` mesma indu´stria, consequeˆncia do facto de dependerem de bens/servic¸os necessa´rios comuns, do que
outros que na˜o estejam em indu´strias semelhantes. Tambe´m Sharpe (1964) menciona a necessidade de
diversificar a carteira, visto que o risco de um ativo isolado na˜o tem grande significado ao contra´rio do
risco total de uma carteira que, fruto da interac¸a˜o entre os ativos, pode ser bastante reduzido.
Com este modelo, Markowitz (1959) estabeleceu que e´ no conjunto de combinac¸o˜es eficientes do
bino´mio me´dia-variaˆncia que se encontram as melhores combinac¸o˜es de selec¸a˜o de carteiras, consti-
tuindo a denominada “Fronteira de Eficieˆncia”. Este modelo sugere um conjunto de carteiras eficientes,
estando o crite´rio de escolha de uma determinada carteira dependente do investidor, e do risco que este
esteja disposto a incorrer. Pode-se observar na figura 2.1 a respetiva fronteira.
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Figura 2.1: Fronteira de eficieˆncia de uma carteira de investimentos. Fonte: Matlab
Na figura 2.1 encontra-se parte de uma para´bola deitada, sendo esta, e todo o seu interior, ilustrativa
das carteiras determinadas atrave´s das relac¸o˜es entre retorno e respetivo desvio-padra˜o. As carteiras
mais favora´veis sera˜o aquelas que se encontram a partir do ponto extremo da para´bola, denominada de
Carteira de Variaˆncia Mı´nima, deslocando-se ao longo da mesma para a direita, o que corresponde a`s
carteiras presentes na ja´ designada Fronteira de Eficieˆncia. As carteiras no interior da para´bola sera˜o as
menos eficientes pois existe pelo menos uma outra, presente na Fronteira de Eficieˆncia, cujo retorno sera´
sempre superior e cujo risco inerente e´ o mesmo. Como tal, o crite´rio de escolha da carteira a deter sera´
em func¸a˜o do risco a que o investidor se encontra disposto a incorrer. Caso existisse a possibilidade de
venda a descoberto, o limite inferior da para´bola seguiria para possı´veis valores de retorno negativos.
Apesar de este ser o modelo mais tradicional no me´todo de selec¸a˜o de ativos, apresenta algumas ine-
ficieˆncias quando na presenc¸a de determinadas particularidades. Este modelo pressupo˜e que distribuic¸o˜es
normais dos retornos, assumindo que e´ simetria e bem definida. Se os retornos dos dados subjacentes na˜o
forem normalmente distribuı´dos, a variaˆncia podera´ levar a concluso˜es inapropriadas, (Vigdis Boasson
et al., 2011). Consequentemente, a simetria da distribuic¸a˜o dos retornos dos ativos faz com que o desvio-
padra˜o seja uma medida de risco ineficiente, pois este trata de forma igual a dispersa˜o dos investimentos
acima e abaixo da me´dia como sendo um risco, penalizando a dispersa˜o positiva favora´vel no retorno
do investimento sobre o valor me´dio. Tendencialmente, a variaˆncia torna propı´cia a determinac¸a˜o de
deciso˜es de alocac¸a˜o de ativos erradas. Outro entrave esta´ no trade-off entre me´dia-variaˆncia que ignora
a aversa˜o ao risco do investidor, isto e´, como a variaˆncia mede apenas a dispersa˜o dos retornos dos ativos
em torno do valor me´dio, na˜o tem em considerac¸a˜o a aversa˜o ao risco que o investidor pretenda. Rom et
al. (1993), entre outros, afirmaram que o modelo MPT leva a comportamentos e previso˜es insatisfato´rios.
Comec¸aram assim a surgir outras metodologias de otimizac¸a˜o de carteiras e minimizac¸a˜o do risco a
incorrer, na tentativa de responder a alguns dos problemas apresentados pelo modelo inicial de me´dia-
variaˆncia proposto. Algumas das novas medidas de risco estudadas sa˜o: Ra´cio de Sharpe, Value at Risk
(VaR), Conditional Value at Risk (CVaR) e Downside Risk.
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Baseado no me´todo Downside Risk, Estrada (2007) sugere usar como medida de risco a pro´pria semi-
variaˆncia dos retornos, inicialmente enunciada por Roy (1952) e mais tarde defendida por Markowitz
(1959). Esta medida torna-se mais u´til e plausı´vel do que a variaˆncia, isto porque apenas tem em conta
a volatilidade negativa e adequa-se ao caso em que as distribuic¸o˜es dos retornos sa˜o assime´tricas, bem
como quando sa˜o sime´tricas. Assim, torna-se, quando necessa´rio, ta˜o u´til como a variaˆncia.
O trabalho desenvolvido por Henk Grootveld (1999) apresenta as va´rias diferenc¸as e semelhanc¸as na
utilizac¸a˜o de diferentes medidas de risco, como a variaˆncia e o Downside Risk, analisando as respetivas
formas de alocac¸a˜o de ativos. Sobressai que, na pra´tica, a distribuic¸a˜o dos retornos tende a ser assi-
metricamente distribuı´da, especialmente em horizontes alargados, o que leva a que a variaˆncia se torne
uma medida de risco ineficiente, visto que as flutuac¸o˜es abaixo do retorno esperado sa˜o indeseja´veis,
enquanto que no caso contra´rio, sa˜o deseja´veis.
Como tal, recorrer a` variaˆncia, ou desvio-padra˜o, como principal medida de risco deixa de ser o mais
adequado para otimizar carteiras. Consequentemente, torna-se mais adequado e menos incerto recorrer
a outros modelos alternativos, que na˜o o MPT, e que permitem uma melhor combinac¸a˜o do bino´mio
retorno/risco.
2.2 Modelos Alternativos de Medida de Risco
Dadas as limitac¸o˜es apresentadas pelo modelo tradicional de selec¸a˜o de carteiras, surge a necessi-
dade de construir medidas alternativas que permitam ultrapassar os entraves mencionados. Deste modo,
seguem-se alguns dos modelos ja´ introduzidos, sendo estes recorrentemente utilizados, que pretendem
otimizar e proteger uma carteira de investimentos, baseando-se no risco presente no mercado.
2.2.1 Ra´cio de Sharpe
Um dos problemas centrais em financ¸as consiste na previsa˜o e modelac¸a˜o do comportamento dos
prec¸os no mercado de capitais. O modelo desenvolvido por Sharpe (1964) procura determinar a opc¸a˜o
de investimento que proporcionara´ os retornos mais altos dado o presente risco, ou seja, trata-se de um
modelo que reflete os prec¸os dos ativos de capital tendo em conta a relac¸a˜o entre o prec¸o/retorno desse
ativo e as va´rias componentes do seu risco global. O ra´cio ou ı´ndice de Sharpe corresponde ao declive da
Reta do Mercado de Capitais ou Capital Market Line (CML), sendo esta a reta formada pela combinac¸a˜o
o´tima entre a taxa de retorno livre de risco e a carteira de mercado de ativos com risco.
Segue-se em (2.4) a fo´rmula matema´tica para a CML, que relaciona o prec¸o do tempo com o prec¸o
do risco:




Considerando um certo investimento i e Ri como a rentabilidade esperada do ativo i e σi o seu
respetivo risco; r f representa a taxa de rentabilidade do ativo sem risco, que se apresenta graficamente
como sendo a ordenada na origem, considerada tambe´m como a compensac¸a˜o recebida pelo investidor
ao adiar o consumo durante um perı´odo de tempo; RP e σP sa˜o, respetivamente, o retorno e o risco da
carteira. E´ nesta reta que se encontra agora o conjunto eficiente de carteiras fruto do respetivo trade-off
entre retorno e risco. A rentabilidade esperada de uma carteira eficiente corresponde assim a` soma da
rentabilidade do ativo sem risco com uma rentabilidade adicional. Esta rentabilidade adicional surge da
existeˆncia de risco na carteira, correspondendo ao prec¸o do risco multiplicado pelo montante do risco da
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O ra´cio de Sharpe surge deste prec¸o do risco e apresenta-se enta˜o como o declive da reta. Este ra´cio
descreve quanto se esta´ a receber pela volatilidade extra suportada para manter um ativo mais arriscado,
ou seja, expressa o excesso de retorno esperado por unidade de risco suportado. Deste modo, pretende-se
medir a forma como o retorno de um ativo compensa o investidor pela exposic¸a˜o ao risco, ficando assim
determinado o pre´mio de risco. Este pre´mio, que se encontra no numerador do ra´cio de Sharpe, expressa
o valor esperado do retorno de um ativo acima da taxa livre de risco, e permite ao investidor isolar os
ganhos associados. Observa-se que, quanto maior o ra´cio de Sharpe, melhor sera´ o investimento, em
termos de maior retorno para o mesmo nı´vel de risco.
Figura 2.2: Representac¸a˜o da reta de mercado de capitais (CML) com a fronteira de eficieˆncia de Markowitz. Fonte: Matlab
A representac¸a˜o gra´fica na figura 2.2 reflete a interac¸a˜o entre a CML e a ja´ conhecida Fronteira
de Eficieˆncia. A CML, construı´da de acordo com os dados mencionados, demonstra a relac¸a˜o entre o
valor esperado de uma determinada carteira com o respetivo risco, refletido atrave´s do desvio-padra˜o,
formando a reta que representa a interac¸a˜o entre a rendibilidade e o risco para carteiras eficientes. E´
no ponto de tangeˆncia entre a reta CML e a fronteira de eficieˆncia que se encontra a carteira eficiente
de mercado. Ativos que na˜o sofrem com alterac¸o˜es na atividade econo´mica, tera˜o retorno igual a` taxa
de retorno sem risco, encontrando-se localizados na ordenada na origem. Aqueles que se alteram com
a atividade econo´mica ira˜o prometer um maior valor nas taxas de retorno, percorrendo a reta. Ativos
individuais encontram-se presentes abaixo da CML. Em equilı´brio, o investidor encontra na CML uma
carteira de interesse.
Com vista a` modelizac¸a˜o do padra˜o de comportamentos dos retornos, independentemente de que
perı´odo sejam, assume-se que estes se apresentem normalmente distribuı´dos. Aqui reside um entrave ja´
mencionado, pois nem todos os retornos de ativos assumem a normalidade, invalidado a coereˆncia destas
excec¸o˜es. Assim, este pode na˜o ser o melhor modelo quando aplicado em carteiras ou ativos com grande
volatilidade, o que leva a que exista uma assimetria na distribuic¸a˜o dos retornos. Tende tambe´m a falhar
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aquando da ana´lise de carteiras com riscos na˜o lineares.
2.2.2 Value at Risk – VaR
Este indicador pretende avaliar o risco inerente a`s operac¸o˜es financeiras, pretendendo resumir o risco
de um produto financeiro ou carteira de investimentos a um u´nico montante moneta´rio, designado por
Valor em Risco ou VaR. Assim, representa a pior perda esperada num determinado horizonte de tempo e
encontra-se associado a um intervalo de confianc¸a.
Segundo Linsmeier et al. (2000), esta metodologia foi desenvolvida para medir a exposic¸a˜o ao risco
de mercado por parte de uma entidade, ou seja, o objetivo e´ saber em quanto do risco de mercado se esta´ a
incorrer. A necessidade do VaR deve-se com a` crescente volatilidade nas taxas de caˆmbio, taxas de juro,
entre outros, o que gerou a procura de uma medida quantitativa do risco da carteira face a` interac¸a˜o com o
mercado. De acordo com Duffie et al. (1997), a ferramenta VaR e´ uma medida estatı´stica da possibilidade
de perdas na carteira, isto e´, mede as perdas resultantes de movimentos “normais” no mercado, procu-
rando descrever esta magnitude das perdas nessa carteira. E´ uma medida expressa em quantis de risco,
revelando a perda resultante de movimentos do mercado adversos com uma probabilidade especificada
num intervalo de tempo.
Considere-se X como a varia´vel aleato´ria que representa a perda financeira para o investidor, (Roc-
kafellar et al., 2000). VaRα(X) representa o Valor em Risco de um dado nı´vel α entre 0 e 1. Se a varia´vel
aleato´ria X estiver associada a` func¸a˜o de distribuic¸a˜o FX , isto e´ FX(z) = P {X ≤ z }, com z ∈ R, enta˜o o
VaR de nı´vel α fica caracterizado por:
VaRα(X) = min{z : FX(z)≥ α} (2.6)
Para estimar as probabilidades de perdas com um dado nı´vel de significaˆncia e´ necessa´rio definir
distribuic¸o˜es de probabilidade para o risco. Usualmente usa-se a distribuic¸a˜o normal como aproximac¸a˜o
para um elevado nu´mero de retornos, considerando estimativas para a me´dia µ e a variaˆncia σ2. Se assim
o admitirmos, tem-se que:
VaRα(X) = F−1X (α) = µ+ k(α)σ (2.7)
com k(α) =
√
2erf−1(2α−1) e erf(z) = 2√pi
∫ z
0 e
−t2dt, (Rockafellar et al., 2000).
Desta forma considera que os retornos sa˜o independentes entre si e identicamente distribuı´dos, e que
seguem uma distribuic¸a˜o normal. Interpreta-se como sendo o quantil de ordem α da varia´vel aleato´ria de
risco X . Exemplificando para o caso mais simples, considere-se a distribuic¸a˜o normal standard associada
a` perda X , isto e´, de me´dia nula e desvio-padra˜o igual a` unidade: dado um nı´vel de 5%, VaR(0,05) =
F−1X (0,05) = −1,645 , o que significa que, para uma amostra de 100 retornos, o VaR refere-se ao quinto
menor retorno, havendo apenas 5 retornos cujo valor e´ menor do que−1,645, sendo este o limite ma´ximo
de perda no perı´odo considerado (apresenta-se ilustrado a figura 2.3).
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Figura 2.3: Distribuic¸a˜o normal standard dos retornos de um ativo.
Por vezes o VaR esta´ associado a func¸o˜es discretas, descontı´nuas e na˜o convexas. Se assim o for, a
func¸a˜o distribuic¸a˜o FX(z) pode na˜o ser invertı´vel, o que acaba por limitar o seu uso.
Existem diferentes me´todos para calcular o VaR, seja atrave´s de dados histo´ricos, da simulac¸a˜o
de Monte Carlo ou de uma aproximac¸a˜o variaˆncia-covariaˆncia, como demonstrados em Linsmeier et
al. (2000). O primeiro indicador tem em conta dados histo´ricos e, atrave´s deles, faz deduc¸o˜es de
distribuic¸o˜es que se adequem, tirando as respetivas concluso˜es. O segundo baseia-se na construc¸a˜o
de cena´rios hipote´ticos e, atrave´s destes, supo˜e algumas distribuic¸o˜es estatı´sticas dos fatores de mercado
subjacentes. O u´ltimo assume que os fatores de mercado seguem uma distribuic¸a˜o Normal Multivariada,
quando se consideram mu´ltiplos fatores de riscos. Em todos sa˜o utilizados dados histo´ricos.
Contudo, existem igualmente limitac¸o˜es no uso deste indicador, por exemplo, o VaR na˜o conte´m
toda a informac¸a˜o sobre os riscos de mercado, pois podem existir diversas fontes independentes de risco.
Como tal, o indicador de determinac¸a˜o do VaR tem por base uma aproximac¸a˜o linear do risco da car-
teira, assumindo uma distribuic¸a˜o Normal/LogNormal, o que contraria a na˜o linearidade de alguns ativos
financeiros, como no caso das opc¸o˜es (Rockafellar et al., 2000). Para ale´m disso, o VaR depende das
proporc¸o˜es dos ativos na carteira, o que obriga a refazer o ca´lculo da variaˆncia sempre que as proporc¸o˜es
se alteram. Por u´ltimo, algumas das suas propriedades dificultam a coereˆncia, pois o VaR tem falhas
na convexidade e nem sempre se caracteriza por ser sub-aditivo, o que corresponde a dizer que, para
dois ativos ou carteira A e B: VaR(A+B) > VaR(A) + VaR(B), Carlos Pinho et al. (2011). O que e´
contradito´rio, pois a diversificac¸a˜o deveria diminuir o risco da carteira e, neste caso, pode ate´ aumentar!
2.2.3 Conditional Value at Risk - CVaR
Face a`s desvantagens do VaR, surgiu um outro indicador denominado de CVaR ou Valor em Risco
Condicional. Este procura igualmente otimizar e proteger a carteira de instrumentos financeiros de forma
a reduzir o risco de grandes perdas. O CVaR e´ contabilizado de uma forma ponderada, isto e´, quantifica a
perda esperada que ocorre depois do ponto de VaR. Apesar de colmatar falhas apontadas ao VaR, iremos
observar que na˜o e´ certo que o indicador CVaR seja a melhor alternativa para todos os casos.
Segundo Rockafellar et al. (2000), ao determinar o indicador CVaR esta´-se tambe´m a determinar
VaR. Isto deve-se ao facto deste valor ser ainda menor do que o CVaR. Desta forma o VaR e´ um limite
inferior para o CVaR: VaR ≤ CVaR. Enquanto que o VaR na˜o diferencia duas perdas com comporta-
mentos diferentes apo´s o quantil limite, o CVaR pretende corrigir esta limitac¸a˜o. Desta forma, possui
propriedades matema´ticas superiores ao VaR, sendo uma medida coerente, de cara´ter contı´nuo e convexo,
contrariando o facto do VaR ser de natureza descontı´nua.
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Assim, introduz-se X como sendo a varia´vel aleato´ria absolutamente contı´nua que representa as
perdas associadas a um investimento. O CVaR caracteriza-se por ser a expectativa condicional sujeito a




z dFαX (z) (2.8)
Onde, FX representa a func¸a˜o de distribuic¸a˜o da varia´vel aleato´ria X, isto e´ FX(z) = P {X ≤ z } e z
um nu´mero real, com:
FαX (z) =
0, se z <VaRα(x)FX (z)−α
1−α , caso contra´rio
A figura 2.4 ilustra a interac¸a˜o entre as duas medidas, incluindo ainda outros indicadores, como por
exemplo, o desvio em torno do CVaR, designado de CVaR Deviation ou Desvio CVaR, cuja fo´rmula se
encontra em (2.9).
CVaR Deviationα =CVaRα [X−E(X)] (2.9)
Figura 2.4: Ilustrac¸a˜o gra´fica das diferentes medidas de risco: VaR, CVaR, Perda ma´xima, Desvio do VaR, Desvio CVaR e
Desvio de perda ma´xima. Fonte: Sergey Sarykalin et al. (2008).
O indicador CVaR e´ bastante eficiente na gesta˜o do risco, dado que pode ser otimizado e limitado com
problemas de formulac¸a˜o linear convexa, enquanto que o VaR e´ mais difı´cil de otimizar. Na aplicac¸a˜o do
indicador na otimizac¸a˜o de carteiras, minimizar o CVaR e´ relativamente semelhante a minimizar o VaR,
sendo que, ao calcular o CVaR consegue-se determinar o VaR.
Ambos os indicadores sa˜o interessantes para gerir o risco e responder a` necessidade de moldar a sua
distribuic¸a˜o. Ainda assim, a escolha devera´ ser baseada nas diferentes propriedades de ambos os indica-
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dores, na simplicidade de procedimentos de otimizac¸a˜o, na coereˆncia face a`s hipo´teses e na estabilidade
de estimac¸a˜o dos erros. Sergey Sarykalin et al. (2008) sugerem algumas caracterı´sticas destas medidas
de risco, com alguns exemplos de aplicac¸a˜o, pretendendo demonstrar algumas das suas diferenc¸as.
O VaR tem a caracterı´stica de ser simples e fa´cil de interpretar, ou seja, pode-se saber exatamente
quanto se pode perder para um dado nı´vel atrave´s de um simples nu´mero, e tambe´m pode ser considerado
mais fia´vel do que o desvio-padra˜o, por focar uma parte especı´fica da distribuic¸a˜o, considerando-se
esta´vel nos procedimentos de estimac¸a˜o. No entanto, baseia-se em intervalos de tempo a curto prazo, e
na˜o tem em conta as propriedades da distribuic¸a˜o ale´m do nı´vel de confianc¸a atribuı´do, podendo variar
consoante a alterac¸a˜o deste, o que leva a` necessidade de experimentar diferentes valores para esse nı´vel.
Para ale´m disso, tem as propriedades de na˜o ser convexo e se adequar mais para func¸o˜es descontı´nuas e
discretas.
Por outro lado, o CVaR e´ mais sensı´vel do que a estimac¸a˜o de erro do VaR, sendo o CVaR altamente
afetado por caudas pesadas, pelo que na˜o da´ informac¸a˜o sobre elas, o que obriga a assumir um certo
modelo considerando os dados histo´ricos, Rockafellar et al. (2000).
Assim, surge a du´vida, qual o melhor indicador a usar? E´ preciso ter em conta que medem dife-
rentes partes da distribuic¸a˜o e, como tal, dependera´ da necessidade ou prefereˆncia no momento. Dada
a incerteza, foi proposto um me´todo alternativo que permitira´ contornar algumas das divergeˆncias aqui
mencionadas, Downside Risk.
2.2.4 Downside Risk
A ideia para o me´todo Downside Risk surge pela primeira vez no princı´pio “Safety First” de Roy
(1952), sendo este o pioneiro no desenvolvimento de uma medida de risco de investimentos tendo por
base as potenciais perdas. A medida baseia-se no facto dos investidores pretenderem diminuir a pro-
babilidade de desastre, preferindo pelo menos conservar o capital investido. Este princı´pio consiste em
minimizar a probabilidade de o retorno da carteira ficar abaixo do designado retorno alvo, ou nı´vel de
desastre.
Markowitz (1959) reconheceu o interesse no proposto, considerando mesmo que apenas as perdas
efetivas sa˜o consideradas relevantes para o investidor, aceitando a possibilidade de que a distribuic¸a˜o
dos retornos possa na˜o ser de natureza normal. O pro´prio considerou que este seria um melhor me´todo
na otimizac¸a˜o de carteiras comparativamente ao modelo inicialmente por ele introduzido. Contudo,
desde sempre se recorreu mais ao modelo tradicional de selec¸a˜o de carteiras MPT, na˜o so´ porque foca
o essencial para um investidor alcanc¸ar uma soluc¸a˜o deseja´vel, como tambe´m se considera que e´ um
me´todo mais pra´tico na aquisic¸a˜o de uma soluc¸a˜o possı´vel, visto que evita ca´lculos extras, tendo o
pro´prio autor considerado tal facto.
Assim, inicia-se a transic¸a˜o do modelo MPT para um novo modelo, Post Modern Portfolio Theory
(PMPT), apresentado por Rom et al. (1993), onde se referem os diferentes pontos de cada metodologia.
Passa-se enta˜o a deixar a variaˆncia dos retornos, ou desvio-padra˜o, como medida de risco da carteira, pois
mostrou-se ineficiente ao considerar apenas o caso sime´trico, passando a recorrer-se a` semi-variaˆncia,
ou semideviation, como medida de risco da carteira, que engloba tambe´m os casos assime´tricos. En-
quanto que a primeira medida se preocupa com o risco em torno da me´dia, tratando toda a incerteza da
variabilidade de igual forma, quer seja positiva ou negativa, a segunda medida reconhece que o risco de
investimento deve estar ligado a` especificidade de cada investidor, considerando que qualquer resultado
acima do objetivo pretendido na˜o representa um risco econo´mico, particularizando a atenc¸a˜o no lado
negativo (downside como e´ ilustrado na figura 2.5). Tal considerac¸a˜o justifica-se no interesse prima´rio
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do investidor pretender evitar perdas, mais do que obter ganhos. Como mencionado, tambe´m o risco na˜o
deve ser considerado apenas sime´trico, podendo ser de natureza assime´trica.
Figura 2.5: Distribuic¸a˜o normal dos retornos, destacando os retornos negativos dos positivos. Fonte: Rom et al. (1993)
Desta forma, o modelo PMPT pretende medir a volatilidade considerando apenas a variabilidade
abaixo do retorno alvo do investidor como risco. Todos os retornos acima do pretendido causam “in-
certezas”, mas na˜o sera˜o considerados como prejudiciais ao objetivo pretendido. Em (Rom et al., 1993)
considera-se o retorno alvo como sendo o Minimum Acceptable Return (MAR), que sera´ apresentado por
τ , representando o retorno que deve ser determinado por forma a evitar perdas e a alcanc¸ar um ganho
financeiro, sendo este escolhido de acordo com o objetivo do investidor.
Segundo Roy (1952), a semi-variaˆncia e´ vista como a medida de risco a ter em conta no me´todo
Downside Risk, sendo definida como a me´dia dos quadrados dos desvios entre cada retorno de ativo e o
seu retorno alvo, o denominado MAR, sendo que tera´ apenas em conta aqueles que forem considerados
perdas (zi), ou seja, tera´ em considerac¸a˜o apenas os valores que se encontrem abaixo desse alvo esperado.
Na pra´tica, sera´ contabilizado o valor do retorno abaixo do retorno alvo, caso contra´rio, ficara´ o valor nulo
caso o retorno seja igual ou superior ao pretendido. Considerando Ri o retorno do ativo i e zi = Ri− τ , e´
possı´vel determinar os Retornos Condicionais atrave´s de:
min{zi,0}=
zi, se zi < 00, se zi ≥ 0 (2.10)
Assim, o pretendido sera´ construir uma carteira tendo como objetivo o de minimizar a proporc¸a˜o
de ocorreˆncias de desastre. Mais concretamente, procura minimizar o risco consequente de perdas ines-
peradas, mantendo o interesse de alcanc¸ar um retorno maior do que o investido, caso o alvo esperado
seja maior que zero. (Roy, 1952) propoˆs ainda duas possibilidades, sendo a primeira de considerar a
semi-variaˆncia abaixo de um valor limite esperado τ , e em alternativa considerar a semi-variaˆncia abaixo
do valor me´dio, µ .
Outro fator influenciador da semi-variaˆncia e´ o grau de assimetria, ou Skewness (SK). Por definic¸a˜o,
uma distribuic¸a˜o diz-se sime´trica quando fica refletida sobre o valor me´dio de uma varia´vel aleato´ria.
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A equac¸a˜o (2.11), sugerida por Markowitz (1959), permite determinar esse grau de assimetria de uma
distribuic¸a˜o. Esta equac¸a˜o tem em conta a variaˆncia, σ2, e a semi-variaˆncia em torno desse valor me´dio,
SE . Assim, se for igual a 1, tem-se uma distribuic¸a˜o sime´trica. Caso seja inferior a 1 ou superior a 1





A figura 2.6 ilustra cada uma dos formatos de uma distribuic¸a˜o. Para cada formato apresentado esta´
associado um grau de assimetria. Pede-se ao leitor uma especial atenc¸a˜o para a localizac¸a˜o do valor
me´dio em cada um dos casos, por forma a entender a ana´lise em estudo, sendo que este e´ considerado
como um potencial valor alvo de retorno.
(a) Assime´trica Negativa. (b) Sime´trica (c) Assime´trica Positiva
Figura 2.6: Distribuic¸a˜o dos retornos dos ativos com diferentes assimetrias.
Assim, a figura 2.6a corresponde a uma distribuic¸a˜o dos retornos assime´trica negativa, onde SK < 1;
a figura 2.6b representa uma distribuic¸a˜o sime´trica, com SK = 1; e na figura 2.6c temos uma distribuic¸a˜o
assime´trica positiva, com SK > 1. O modelo MPT considera apenas a distribuic¸a˜o sime´trica, supondo
uma distribuic¸a˜o Normal ou LogNormal dos retornos. Ja´ o modelo PMPT considera as distribuic¸o˜es
assime´tricas e tambe´m as sime´tricas.
De acordo com (Rom et al., 1993), a assimetria negativa corresponde a que os ativos tenham mais
risco negativo, o que significa que se encontram mais retornos abaixo da me´dia, enquanto que a assimetria
positiva corresponde a ter menos risco negativo, por se encontrarem menos retornos abaixo do valor
me´dio. Atrave´s desta interpretac¸a˜o, e´ importante notar o impacto que a assimetria demonstra. Ignorar
a assimetria significa ignorar os valores acima do valor me´dio, ou seja, sobrestimar os riscos inerentes
aos ativos. Por outro lado, ignorar os valores negativos leva a subestimar os verdadeiros riscos. Daı´ ser
mais favora´vel que a assimetria seja tida em considerac¸a˜o. Os autores afirmam que, dados os avanc¸os
tecnolo´gicos e da pro´pria teoria de selec¸a˜o de carteiras, e´ facilmente aplica´vel o uso da PMPT, ou seja,
o me´todo Downside Risk e a considerac¸a˜o da assimetria da distribuic¸a˜o dos retornos, tendo a vantagem
de providenciar uma maior flexibilidade de ana´lise aos investidores, permitindo a construc¸a˜o de carteiras
mais eficientes.
O trabalho de Nawrocki (1999) permite acompanhar o desenvolvimento deste conceito, Downside
Risk, dando a conhecer, de uma forma sequencial, a origem e o modo de implementac¸a˜o do mesmo
como medida de risco, mencionando ainda o caso generalizado da semi-variaˆncia, denominado de Lower
Partial Moment (LPM) ou Momento Parcialmente Inferior, introduzido por Bawa (1975). Este conceito
surge como fo´rmula generalizada da medida de risco abaixo de um valor de refereˆncia, o retorno alvo.
Tem em considerac¸a˜o a toleraˆncia do investidor, atrave´s de um paraˆmetro a, proporcionando toda uma
famı´lia de func¸o˜es utilidade. Considerando T o nu´mero total de observac¸o˜es, τ o retorno alvo, e Rit o
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Assim, quanto maior o valor a, maior a aversa˜o do investidor ao risco. Deste modo, se a = 0, tem-
se a probabilidade certa de o retorno esperado na˜o ser atingido, sendo considerado um investimento
arriscado, ou seja, e´ simplesmente a probabilidade de perda com LPM = 1. Se a = 1, tem-se um inves-
tidor agressivo, e obte´m-se a me´dia das perdas esperadas. Se a = 2, tem-se a pro´pria semi-variaˆncia.
A equac¸a˜o (2.12) corresponde a considerar a semi-variaˆncia abaixo de um valor limite esperado como
referido por Roy (1952), sendo que a equac¸a˜o facilmente e´ adaptada a` segunda versa˜o, isto e´, da semi-
variaˆncia abaixo do valor me´dio, estabelecendo que esse retorno alvo, τ , podera´ ser considerado como o
valor me´dio dos retornos dos ativos.
Hardin et al. (2005) realc¸am o facto de o me´todo medir os retornos abaixo de um certo valor li-
mite, pretendendo captar as perspetivas de risco do investidor. Atrave´s de um exemplo dado por estes,
entende-se que, se esse valor limite for nulo, o investidor esta´ preocupado em perder todo o capital prin-
cipal, consequentemente, a probabilidade de perda do capital seria vista como muito arriscada. Se esse
valor limite for igual a um determinado valor, por exemplo 10%, significa que o retorno mı´nimo que o
investidor espera ter sera´ de 10%, sendo que abaixo disto sera´ considerado arriscado.
De acordo com Harlow (1991), o objetivo prende-se com a procura de um equilı´brio entre alcanc¸ar
ganhos e defender-se contra adversidades que possam surgir com o desempenho da carteira. Para ale´m da
sua simplicidade e consisteˆncia, o me´todo Downside Risk pode ser exatamente usado como a variaˆncia,
permitindo determinar o conjunto de oportunidades de investimento para investidores avessos a per-
das, sendo ta˜o eficiente como te´cnicas convencionais. Estas deciso˜es de investimento sa˜o feitas, assim
como o me´todo usado por Markowitz (1952), atrave´s de um trade-off entre retorno e risco, diferindo
na medida de risco utilizada. Harlow (1991) apresenta uma aproximac¸a˜o da alocac¸a˜o de ativos base-
ada em definic¸o˜es de risco que sa˜o consideradas mais atrativas do que a variaˆncia e que providenciam
uma aproximac¸a˜o mais robusta de otimizac¸a˜o de carteiras, incluindo informac¸o˜es sobre as medidas de
probabilidade de perda, perda esperada e semi-variaˆncia.
Atrave´s de um exemplo de uma carteira internacional e variando o valor do MAR, Harlow (1991)
concluiu que, se o MAR aumenta, enta˜o existe uma maior probabilidade dos retornos serem menores
do que o objetivo, o que significa que a curvatura da fronteira de eficieˆncia do LPM se vai acentuar
mais, o que e´ lo´gico pois os retornos que se encontrem abaixo do retorno alvo esperado sera˜o em maior
quantidade devido ao elevado valor de MAR. Com essa acentuac¸a˜o, o lado esquerdo da distribuic¸a˜o
conte´m mais retornos, o que faz aumentar o valor do risco. Atrave´s do mesmo exemplo, compara as
fronteiras de eficieˆncia entre os modelos MPT e PMPT, recorrendo a LPM com a= 2 por ser uma medida
de segunda ordem aplica´vel aos dois me´todos e com MAR = 0%. Assim, conclui que as carteiras com o
segundo modelo providenciam mais protec¸a˜o contra as perdas do que aquelas usando o primeiro modelo.
Menciona o facto de que as fronteiras, numa perspetiva gra´fica, coincidiriam se os retornos usados para
a sua construc¸a˜o fossem normalmente distribuı´dos, sendo um fator indicativo da na˜o existeˆncia de uma
simetria no exemplo dado. Do ponto de vista da constituic¸a˜o de carteiras, ambas as alocac¸o˜es sa˜o muito
distintas, sendo que estas diferenc¸as se acentuam mais a` medida que as fronteiras de eficieˆncia convergem
para as extremidades. Para finalizar, afirma que o me´todo Downside Risk possui menor risco para um
maior ou igual nı´vel de retorno esperado do que o tradicional modelo, MPT.
Estrada (2007) afirma que a percec¸a˜o de risco que o investidor tem nos dias de hoje esta´ em desacordo
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com a definic¸a˜o de risco definida na teoria tradicional de carteiras. Assim, procurou mostrar como se
pode aplicar a semi-variaˆncia de forma a construir uma carteira de investimentos, focando algumas das
propriedades do modelo PMPT. Mostra ainda exemplos na estimac¸a˜o da semi-variaˆncia dos retornos da
carteira utilizando uma expressa˜o semelhante a` da variaˆncia, mas cujo foco consiste na soluc¸a˜o de alguns
dos problemas que podera˜o ocorrer com a sua utilizac¸a˜o.
Um desses problemas prende-se com a construc¸a˜o da matriz de semi-covariaˆncias. Markowitz (1959)
ainda analisou esta questa˜o e, como tal, tambe´m o pro´prio propoˆs uma alternativa que viria a permitir
uma estimac¸a˜o da matriz de semi-covariaˆncias. Contudo, a fo´rmula de ca´lculo da mesma torna-a sensı´vel
a`s variac¸o˜es nos pesos dos ativos na carteira, caracterizando-a como endo´gena. Consequentemente,
determina-se uma matriz cujas entradas se alteram quando se alteram os pesos alocados aos ativos.
Estrada (2008) sugere uma alternativa que permite solucionar este entrave, tornando-a como uma matriz
sime´trica e exo´gena, baseada na estimac¸a˜o da semi-variaˆncia da carteira.
Considerem-se os ativos i e j. Sejam Rit e R jt o retorno do ativo i e j no momento t, respetivamente,
e B o retorno alvo escolhido pelo investidor, num total de T observac¸o˜es. A semi-variaˆncia de um ativo
i, Ω2i,B, ideˆntica ao LPM com a = 2, desta vez usando o mı´nimo e as respetivas alterac¸o˜es, encontra-se









min [(Rit −B),0]2 (2.13)
A semi-variaˆncia de uma carteira sera´ determinada tendo em considerac¸a˜o as relac¸o˜es entre os dife-
rentes ativos que possam vir a constituir essa carteira. Assim, e´ atrave´s da matriz de semi-covariaˆncias
que sera´ possı´vel observar essas interac¸o˜es. Estrada (2008) sugere uma heurı´stica, apresentada em (2.14),
que simplifica a aplicac¸a˜o do algoritmo na otimizac¸a˜o de carteiras, procurando tornar a matriz de semi-
covariaˆncias numa matriz sime´trica e exo´gena, isto e´, respetivamente, cuja transposta da matriz seja a
mesma que a inicial e cujos valores nas entradas da matriz na˜o se alterem em consequeˆncia de uma
variac¸a˜o nos pesos dos ativos na carteira. Deste modo, torna-se sime´trica, permitindo que Ωi j = Ω ji, e
tambe´m exo´gena, mantendo-se inaltera´vel.
Ωi j,B = E
{






min [(Rit −B) ,0] ×min [(R jt −B) ,0]
}
(2.14)
Por forma a elucidar melhor o significado de uma matriz exo´gena, Estrada (2008) expo˜e um exemplo
ilustrativo, realc¸ando a importaˆncia dos retornos condicionais na construc¸a˜o de uma matriz de semi-
covariaˆncias. Esta torna-se exo´gena quando definida em func¸a˜o do desempenho de cada ativo em relac¸a˜o
a determinado valor B, consequeˆncia dos retornos condicionais, em alternativa ao desempenho da carteira
face ao mesmo valor B.
Analisando a tabela da figura 2.7 e considerando os dados apresentados nas respetivas primeiras 3
colunas, o objetivo consiste em construir duas carteiras constituı´das por dois ı´ndices com pesos diferen-
tes, S&P e Nikkei, recorrendo ao auxı´lio dos retornos condicionais. A primeira carteira apresenta-se na
quarta coluna, definida atrave´s da soma do valor anual de cada ı´ndice em func¸a˜o do peso respetivo, neste
caso 80−20 para cada ı´ndice respetivamente. A segunda da´ uma ponderac¸a˜o de 10−90 e encontra-se na
5a coluna. Assim, construı´da cada uma das carteiras, determinam-se os respetivos retornos condicionais,
apresentados como Conditional Returns, tendo em considerac¸a˜o um B nulo. Quando o retorno da carteira
for positivo, atribui-se o valor de 0% aos retornos de cada ı´ndice; caso contra´rio, isto e´, caso o retorno
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da carteira seja inferior ou igual ao retorno alvo, devolve o valor do retorno anual de cada ı´ndice, como
apresentado nas colunas 6 e 7 ou 9 e 10 consoante as carteiras. De seguida, procede-se ao produto dos
valores obtidos por ı´ndice para determinar o Retorno Condicional da Carteira, colunas 8 e 11 designadas
de Product. Definidos os retornos condicionais, sera´ possı´vel determinar a matriz de semi-covariaˆncias
para cada carteira.
Figura 2.7: Exemplo de obtenc¸a˜o dos retornos condicionais em func¸a˜o do retorno da carteira. Fonte: Estrada (2008)
Contudo, este procedimento torna-se moroso, pois obriga a determinar os retornos condicionais para
cada carteira (consoante a atribuic¸a˜o dos pesos), o que vai levar ao ca´lculo de diferentes valores para
formar a matriz de semi-covariaˆncias. Ou seja, se a medida de risco escolhida for a semideviation e o ob-
jetivo for o de construir uma carteira o´tima de entre muitas outras, poˆr-se-ia um entrave na determinac¸a˜o
dessa carteira visto que, face a` diversificac¸a˜o, o nu´mero de ativos aumentaria, o nu´mero de carteiras
admissı´veis aumentaria consoante as diferentes possibilidades de conjugac¸a˜o. Desta forma, tornar-se-ia
difı´cil escolher a carteira o´tima devido a` necessidade de calcular a matriz de semi-covariaˆncias associada
a cada atribuic¸a˜o de pesos.
Em oposic¸a˜o a este entrave surge a alternativa apresentada na figura 2.8, onde os retornos condici-
onais passam a ser definidos em func¸a˜o do retorno de cada ativo. Considerando na mesma um B nulo,
primeiro obte´m-se o retorno condicionado de cada ı´ndice e, so´ mais tarde, constitui-se a carteira com os
pesos pretendidos. Deste modo, caso o retorno do ı´ndice subtraı´do ao B seja positivo, obte´m-se um valor
nulo; se a respetiva subtrac¸a˜o for negativa, obte´m-se o pro´prio valor do retorno, fixando assim os valores
para os retornos condicionais. Atrave´s dos valores determinados sera´ possı´vel construir uma matriz de
semi-covariaˆncias fixa, sendo que o retorno e risco da carteira dependera˜o apenas dos pesos definidos
para os ativos.
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Figura 2.8: Exemplo de obtenc¸a˜o dos retornos condicionais considerando o retorno de cada ativo. Fonte: Estrada (2008)
Considerando os ativos pretendidos, torna-se assim possı´vel formar uma matriz de semi-covariaˆncias
generaliza´vel e que se mante´m constante a alterac¸o˜es dos pesos atribuı´dos a esses ativos na carteira,
apenas o risco e retorno da carteira se alteram em func¸a˜o dos pesos. Esta matriz reflete a interac¸a˜o entre
os diferentes ativos da carteira e torna-se necessa´ria para analisar o impacto que a interac¸a˜o de cada dois
ativos tem no risco global da carteira.
Desta forma, Estrada (2008) argumenta que o risco de uma carteira, P, ou seja, a semi-variaˆncia de
uma carteira em func¸a˜o de um determinado B, pode ser calculada atrave´s da aproximac¸a˜o mencionada
em (2.15), que sera´ determinada em func¸a˜o dos pesos atribuı´dos a cada ativo e a respetiva matriz de semi-
covariaˆncias definida de forma exo´gena. Deste modo, torna-se fidedigno resolver o problema PMPT da






wiw jΩi j,B (2.15)
Em (Estrada, 2006) e´ possı´vel observar um exemplo de aplicac¸a˜o pra´tica desta medida de risco,
utilizando os retornos anuais da Oracle, no perı´odo de 1995−2004. As ana´lises e concluso˜es sa˜o apre-
sentadas na figura 2.9 atrave´s de duas tabelas, em que a primeira demonstra a semi-variaˆncia aplicada
aos dados referidos, para treˆs valores diferentes de B: a me´dia dos retornos (41,1%), a taxa livre de
risco (5%) e um B nulo. Por fim, na segunda tabela esta˜o apresentados os resultados dos modelos em
estudo, o desvio-padra˜o e a semideviation de duas empresas, a referida Oracle e a empresa Microsoft,
para o mesmo perı´odo, com uma me´dia de 35,5% e cujos valores foram determinados da mesma forma.
Note-se que o desvio-padra˜o mede a volatilidade dos retornos em torno do me´dia e a semideviation mede
a volatilidade dos retornos abaixo de B.
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Figura 2.9: Exemplo de aplicac¸a˜o com recurso ao downside risk. Fonte: Estrada (2006)
De notar que, na segunda tabela da figura 2.9, a empresa Oracle e´, segundo o crite´rio do desvio-
padra˜o, a mais arriscada, mas na˜o de acordo com a semi-variaˆncia, particularmente para um B nulo ou de
valor igual a` taxa livre de risco. Pode-se ainda concluir que apenas metade da volatilidade apresentada
pelo desvio-padra˜o da Oracle se encontra abaixo da me´dia, se observarmos conjuntamente com o valor
da semideviation, o que significa que se esta´ a considerar como risco quase tantos ganhos como perdas.
Deste modo, realc¸a-se o comportamento de cada medida de risco, como tambe´m se encontra demonstrado
que a escolha de um retorno esperado adequado torna-se relevante para a ana´lise da semideviation.
Henk Grootveld (1999) apresenta uma nova representac¸a˜o da Fronteira de Eficieˆncia, considerando
o me´todo LPM. Ana´logo ao demonstrado inicialmente por Markowitz (1952), a fronteira sera´ o conjunto
que conte´m todas as carteiras com o maior retorno esperado para um dado nı´vel de risco e, da mesma
forma, conte´m a carteira com o menor risco esperado para determinado retorno esperado. A escolha da
carteira o´tima sera´, do mesmo modo, de acordo com as prefereˆncias de cada investidor.
Face ao mencionado, o me´todo Downside Risk garante aos investidores uma selec¸a˜o de carteiras que
permite alcanc¸ar um retorno esperado da carteira que coincide ou ate´ excede o retorno determinado com
o modelo tradicional de Markowitz. Em simultaˆneo e de uma forma mais coerente, consegue-se estimar
o risco que se estara´ possivelmente a incorrer e que na˜o e´ de todo deseja´vel, permitindo que os ganhos
na˜o sejam contabilizados como risco indeseja´vel. Esta u´ltima forma de medic¸a˜o do risco apresentada e´
a que vai ser utilizada e desenvolvida no capı´tulo seguinte.
2.3 Carteira de Investimentos Internacionais
O foco desta subsecc¸a˜o sera´ essencialmente na ana´lise do risco cambial. Este risco fica caracterizado
pela taxa de caˆmbio, sendo esta definida pela posic¸a˜o de uma moeda em relac¸a˜o a outra, onde uma delas
vai valer o mesmo ou menos do que a contraparte. Esta permuta constante entre duas moedas levara´ a`
designada valorizac¸a˜o ou desvalorizac¸a˜o das mesmas, em resposta a` pressa˜o dos mercados.
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De acordo com Adler et al. (1984), determinada exposic¸a˜o econo´mica ao risco da moeda estrangeira
deve ser definida e medida independentemente da escolha entre as taxas de caˆmbio atuais ou histo´ricas
para a conversa˜o de determinadas posic¸o˜es em moeda estrangeira. Uma moeda na˜o e´ considerada arris-
cada porque existe a possibilidade da sua desvalorizac¸a˜o. Na verdade, se a desvalorizac¸a˜o fosse ta˜o certa
quanto a magnitude e o tempo, na˜o haveria risco algum. Risco ou incerteza, trata-se de uma questa˜o
meramente aleato´ria, ficando caracterizado pelas variac¸o˜es inesperadas da taxa de caˆmbio. Assim, a
exposic¸a˜o deve ser definida em termos do que se pretende ter em risco.
2.3.1 Relevaˆncia das Taxas de Caˆmbio
Em tempos as taxas de caˆmbio eram definidas e inaltera´veis, fixando-se permanentemente no va-
lor estipulado, originando a denominada taxa de caˆmbio fixa. Com o fim do acordo de Bretton-Woods,
(McKenzie, 1999), criou-se a possibilidade de existirem taxas de caˆmbio varia´veis (atualmente em vi-
gor), sendo que estas passam a ser definidas pela interac¸a˜o dos diversos paı´ses, oscilando consoante a
intensificac¸a˜o das suas trocas, consequeˆncia do acentuado interesse no mercado internacional. Esta vola-
tilidade nas taxas de caˆmbio dificultou a previsa˜o das mesmas, o que gerou o denominado risco cambial,
ou seja, risco deficinido como a possibilidade de perda de dinheiro devido a alterac¸o˜es cambiais.
Brada et al. (1988) procuraram analisar algumas das vantagens que surgiram com uma taxa de caˆmbio
na˜o fixa, ao estudarem o risco criado pela instabilidade da taxa de caˆmbio, procurando quantificar na˜o
apenas os efeitos do risco cambial sobre o come´rcio, mas tambe´m o efeito dos regimes cambiais sobre
o volume do come´rcio internacional. Assim, este efeito do regime cambial sobre o volume de come´rcio
entre dois paı´ses depende do regime cambial que cada paı´s emprega e da relac¸a˜o resultante entre as
diferentes moedas.
Veio a concluir-se que os fluxos de come´rcio bilateral entre paı´ses com taxas de caˆmbio flutuantes
sa˜o mais elevados do que aqueles entre paı´ses com taxas fixas. Embora a incerteza quanto a`s taxas de
caˆmbio diminua o volume de come´rcio entre os paı´ses, independentemente da natureza dos seus regimes
cambiais, os efeitos gerados sa˜o menores do que os efeitos redutores de outras polı´ticas comerciais
restritivas impostas pelos paı´ses com taxas de caˆmbio fixas.
Segundo Shamah (2003), o valor de uma moeda em relac¸a˜o a outra altera-se de acordo com a oferta e
a procura, fruto do investimento e da comercializac¸a˜o nessas moedas, o que significa que se houver uma
elevada procura por uma moeda o seu valor aumenta. Consequentemente, e´ preciso ter em conta que
mudanc¸as nas taxas de caˆmbio afetam significativamente o valor dos produtos e instrumentos financeiros
que levam a alterac¸o˜es nos nossos investimentos, refletindo a volatilidade do mercado. Pelo que, negociar
em qualquer moeda tem um certo grau de risco, sendo necessa´rio o acompanhamento constante, pois
um investimento potencialmente lucrativo em determinado momento pode-se tornar numa perda futura.
Consequentemente, esta´-se sempre sujeito a ganhos e perdas devido a`s variac¸o˜es cambiais, podendo
o investimento lucrativo tornar-se tambe´m numa perda apo´s a respetiva conversa˜o. Como tal, surge a
necessidade de estudar o impacto da taxa de caˆmbio nas diferentes carteiras de investimento, nas suas
composic¸o˜es ou ate´ mesmo no bino´mio rendimento/risco.
Deste modo, as taxas de caˆmbio flutuantes acabam por ser mais arriscadas do que as taxas fixas,
uma vez que esta˜o constantemente livres de alterar o seu valor. Esta volatilidade dificulta por vezes
o come´rcio internacional e as deciso˜es de investimento, consequeˆncia do aumento do risco cambial,
gerando um impacto nas taxas esperadas de retorno dos investimentos internacionais. Contudo, tambe´m
as taxas de caˆmbio vola´teis permitem uma ra´pida e significativa lucratividade nas trocas comerciais,
podendo gerar ganhos superiores do que no mercado dome´stico. Hoje em dia existem diversas formas de
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protec¸a˜o, cujo objetivo e´ evitar determinada perda abaixo do pretendido (por vezes tambe´m “protegem”
de potenciais ganhos inesperados).
Para fins de ana´lise financeira, Adler et al. (1984) consideram que uma medida razoa´vel de exposic¸a˜o
ao risco cambial deve considerar os seguintes crite´rios:
1. a sua dimensa˜o deve ser possı´vel de medir numa quantia moneta´ria, designada de dome´stica para
o risco de moeda nacional e estrangeira para o risco de moeda estrangeira.
2. deve ser uma caracterı´stica de qualquer ativo ou passivo, fı´sico ou financeiro, que um determinado
investidor possa possuir ou a vir a deter, definido do ponto de vista do pro´prio investidor;
3. deve ser implementa´vel no sentido de que a medic¸a˜o pode ser realizada com a tecnologia dis-
ponı´vel e, face a` exposic¸a˜o, podera´ ser protegida ou coberta com instrumentos financeiros disponı´veis.
Por forma a elucidar o leitor dos possı´veis cena´rios que podem ser observados com o impacto a
evoluc¸a˜o da taxa de caˆmbio, introduz-se a fo´rmula que permite converter o prec¸o de um qualquer ativo
numa moeda estrangeira para a respetiva moeda dome´stica, seguida de um exemplo ilustrativo do modo
de aplicac¸a˜o desta conversa˜o.
Supondo que Pt e´ o prec¸o que se pretende determinar de um ativo em Euros, no momento t, P∗t o
prec¸o desse ativo na moeda estrangeira, e St a taxa de caˆmbio entre o prec¸o em Euros e essa moeda
estrangeira, expressa em Euros por uma unidade de moeda estrangeira.
Pt = P∗t ·St (2.16)
Considerando que hoje 1,00e corresponde a 1,00$, ou seja, a taxa de caˆmbio EUR/USD e´ atual-
mente de 1,00, ter-se-ia St = 1, o que corresponde a dizer que se investir 100 000$, correspondente a
P∗t = 100 000$, hoje tem-se o equivalente a 100 000e. Considerando que, dentro de um meˆs, ha´ uma
alterac¸a˜o na taxa de caˆmbio, vai se obter um de dois possı´veis cena´rios:
A : Se a taxa de caˆmbio EUR/USD= 0,78, St = 0,78, equivale a dizer que, apo´s um meˆs, os 100 000$
correspondem a 78 000e. O que significa que existiu uma valorizac¸a˜o do Euro e uma desvalorizac¸a˜o
do Do´lar Americano comparativamente ao dia do investimento, isto e´, por cada euro investido sera˜o
necessa´rios mais do´lares.
B : Se a taxa de caˆmbio EUR/USD = 1,11 equivale a dizer que, apo´s um meˆs, os 100 000$ corres-
pondem a 111 000e. Significa que desde o dia do investimento, existiu uma desvalorizac¸a˜o do Euro e
uma valorizac¸a˜o do Do´lar Americano.
A figura 2.10 descreve a evoluc¸a˜o mensal de duas taxas de caˆmbio, expresso atrave´s das variac¸o˜es
das taxas entre Euro/Libra Esterlina, e/£, e Euro/Do´lar, e/$ , no perı´odo de um ano, desde outubro de
2017 a outubro de 2018.
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Figura 2.10: Evoluc¸a˜o mensal da variac¸a˜o das taxas de caˆmbio de EUR/GBP e EUR/USD. Fonte: Investing.com.
Como se pode analisar na figura 2.10, existem oscilac¸o˜es entre os diferentes meses no decorrer de
um ano, que na verdade ocorrem de uma forma dia´ria, sendo que se encontram apresentadas apenas
variac¸o˜es mensais. Graficamente observa-se que desde novembro de 2017 a abril de 2018 existiram
desenvolvimentos alternados nas evoluc¸o˜es de e em ambas as taxas de caˆmbio, ou seja, durante este
perı´odo tanto uma das taxas evoluı´ positivamente e a outra negativamente no mesmo meˆs como no
seguinte trocavam, caminhando em sentidos contra´rios, oscilando face ao Euro. De notar que em ambas
as taxas existiram variac¸o˜es significativas, notando que a taxa de caˆmbio EUR/USD teve alterac¸o˜es mais
acentuadas, especialmente nos meses de janeiro de 2018, com uma variac¸a˜o de cerca de 3%, e de maio
de 2018, com uma variac¸a˜o igualmente acentuada mas negativa. Ja´ a taxa EUR/GBP apresentou uma
variac¸a˜o entre 0% e 1%, entre maio de 2018 e agosto do mesmo ano, refletindo uma ligeira valorizac¸a˜o
do Euro face a` Libra Esterlina no momento referido.
As flutuac¸o˜es nas cotac¸o˜es das taxas de caˆmbio carregam um risco de mercado associado, o risco
cambial, que pode gerar efeitos adversos nos investimentos, como mencionado. Torna-se assim impor-
tante a avaliac¸a˜o do risco, sendo relevante observar as consequeˆncias na carteira atrave´s dos ajustes no
retorno.
2.3.2 Ajustes na Taxa de Retorno
Tratando-se de uma carteira internacional, torna-se necessa´rio converter todas as divisas integrantes
na mesma unidade moneta´ria, preferencialmente na moeda base. Por vezes, torna-se necessa´rio saber
se sera´ mais renta´vel investir no mercado dome´stico ou num mercado estrangeiro. Neste caso a me-
lhor forma de saber em que mercado atuar passa por determinar qual o investimento que se torna mais
renta´vel. Torna-se necessa´rio calcular a taxa de retorno dos investimentos e depois fazer a respetiva
conversa˜o para as mesmas unidades moneta´rias, por forma a ser compara´vel ou a tornar a interpretac¸a˜o
coerente. Deste modo, e´ relevante considerar o risco cambial num investimento em mercados estrangei-
ros.
Os investimentos feitos no mercado dome´stico na˜o precisara˜o de sofrer qualquer alterac¸a˜o na taxa
de retorno, pelo que essa sera´ a taxa de retorno esperada. Quando o investimento ocorre num mercado
estrangeiro, cuja divisa e´ outra, por exemplo USD ou GBP, sera´ necessa´rio ajustar a taxa obtida com os
retornos para a moeda base, que sera´ o EUR, refletindo o impacto das diferentes moedas no investimento.
Segue-se em (2.18) a fo´rmula para determinar a taxa do retorno na divisa dome´stica, designada de base.
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Assim, denomina-se de local ao retorno na moeda estrangeira e considere-se et a respetiva variac¸a˜o da





Generaliza-se para qualquer moeda estrangeira desde que considerada a respetiva taxa cambial, num
momento t.
Retorno Ajustado t, base(%) = (1+Retorno t, local)(1+ et)−1 (2.18)
Vai existir um impacto no valor total investido, na˜o so´ pelo desempenho dos ativos na carteira mas
tambe´m face a` evoluc¸a˜o de uma moeda em relac¸a˜o a outra, quer isso dizer que, se a moeda local valorizar
em relac¸a˜o a` sua contraparte num determinado perı´odo, e acreditando que as evoluc¸o˜es dos ativos foram
positivas, a variac¸a˜o no retorno vai refletir-se num lucro com este investimento, cujo impacto podera´
ser maior do que o inicialmente esperado. Se desvalorizar, e mantendo as condic¸o˜es, enta˜o o retorno
sera´ inferior ao retorno determinado antes da conversa˜o. Por vezes o ajuste pode levar a alterac¸o˜es
significativas nos retornos finais, refletindo a evoluc¸a˜o da taxa de caˆmbio, fazendo com que um retorno
positivo passe a ser negativo. Daı´ ser essencial a ana´lise e acompanhamento do processo.
2.3.3 Diversificac¸a˜o Internacional
E´ sabido que a taxa de caˆmbio pode gerar instabilidade no mercado, e como tal, e´ indispensa´vel pro-
curar diminuir o risco incorrido com estas transac¸o˜es. Assim, como inicialmente vimos em (Markowitz,
1952), a diversificac¸a˜o permite obter benefı´cios, em particular, na reduc¸a˜o do risco ao investir numa car-
teira com um elevado nu´mero de ativos negativamente correlacionado. Neste ponto vamos acrescentar
que tambe´m se pode generalizar a obtenc¸a˜o de benefı´cios aquando de investimentos internacionais, ou
seja, para ale´m dos comuns investimentos dome´sticos.
Segundo Grubel (1968), um dos pioneiros na diversificac¸a˜o internacional, um investimento deste
aˆmbito permite alcanc¸ar ganhos diferentes dos tradicionais ganhos dome´sticos. Assim, Grubel (1968)
descreve e quantifica os ganhos possı´veis de se alcanc¸arem atrave´s da diversificac¸a˜o internacional, expli-
cando o percurso dos ativos e das taxas cambiais neste investimento. O pro´prio apela a` importaˆncia da
diversificac¸a˜o tida com ativos de paı´ses diferentes, pelo facto de que, no geral, permite aos investidores
alcanc¸arem maiores retornos ou menor risco nas suas carteiras. Solnik (1974) complementa apresen-
tando que o risco de uma carteira internacional e´ menor do que o risco de uma carteira dome´stica, em
particular, se o comportamento entre os diferentes mercados for independente entre si.
Levy et al. (1970) demonstram igualmente a importaˆncia da diversificac¸a˜o internacional, focando
o impacto que as correlac¸o˜es entre os ativos internacionais teˆm na constituic¸a˜o da carteira, pelo que e´
importante que a covariaˆncia entre os diferentes ativos seja, preferencialmente, negativa ou perto de zero,
para que se possa beneficiar de um risco global menor.
Os autores Eun et al. (1988) apontam para consequeˆncias das variac¸o˜es das taxas de caˆmbio, apelando
o impacto que estas teˆm no risco e retorno de uma carteira de investimentos. Um investimento interna-
cional torna-se arriscado face a essas variac¸o˜es cambiais, visto afetarem o risco individual de cada ativo
e tambe´m o risco inerente a` interac¸a˜o entre ativos, apresentados atrave´s das covariaˆncias elevadas. Con-
sequentemente, o risco cambial reflete um impacto negativo nos potenciais ganhos, ou seja, podem-se
alcanc¸ar largos ganhos com a diversificac¸a˜o internacional mas, devido a`s flutuac¸o˜es nas taxas de caˆmbio,
os mesmos podem sofrer reduc¸o˜es quando convertidos a` moeda de base, tornando o investimento no
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estrangeiro mais arriscado. Apesar disso, e´ possı´vel obter ganhos com a diversificac¸a˜o internacional.
Eun et al. (1988) mencionam ainda que carteiras internacionais diversificadas podem superar ganhos de
carteiras dome´sticas. Como tal, focam a procura na determinac¸a˜o de estrate´gias para estimar o risco de
desempenho da carteira internacional, capaz de capturar o maior ganho possı´vel atrave´s da diversificac¸a˜o
internacional. Mais ainda, procuram implementar estrate´gias de protec¸a˜o, aplicando contratos forward a`s
moedas, contratos estes de cobertura de risco, que permitem antecipar o que podera´ acontecer no futuro,
de forma a que o investidor se possa precaver em caso de variac¸o˜es com impacto negativo nos ganhos.
Num contexto global, o risco acaba por ser inferior, visto haver mais oportunidades de formac¸a˜o
de carteiras cujo desempenho venha a ser mais bene´fico do que num contexto dome´stico. Como tal, e´
essencial realc¸ar na˜o so´ a avaliac¸a˜o do risco como a gesta˜o do mesmo. Assim, num investimento desta
natureza sera´ importante ter-se em considerac¸a˜o os efeitos da diversificac¸a˜o internacional na carteira e,
se necessa´rio, de cobertura da mesma.
Em suma, pretende-se construir uma carteira de investimentos internacionais que permita a determinac¸a˜o
de uma melhor estrate´gia de investimentos, utilizando a semi-variaˆncia como medida de risco. Para tal,
sera´ na combinac¸a˜o do modelo Downside Risk e da ana´lise do risco cambial que se desenvolvera´ o
modelo em ana´lise no presente trabalho. O risco presente sera´ fruto das combinac¸o˜es entre ativos in-
ternacionais e das respetivas moedas. Pretende-se assim adquirir a melhor combinac¸a˜o de ativos numa
carteira diversificada, com o intuito de mitigar o risco esperado considerado como negativo, assumindo





Tendo por base a teoria apresentada na secc¸a˜o anterior, pretende-se agora formular um modelo de
otimizac¸a˜o cujo foco consiste em encontrar a soluc¸a˜o mais adequada para a alocac¸a˜o de ativos inter-
nacionais numa carteira de investimentos, considerando um determinado retorno mı´nimo esperado. O
processo tera´ inı´cio com a obtenc¸a˜o dos retornos histo´ricos dos ativos e das respetivas taxas de caˆmbio,
seguindo-se a estipulac¸a˜o das condic¸o˜es necessa´rias ao modelo. No final, sera˜o tidos em considerac¸a˜o
dois modelos distintos, um primeiro que considera todos os ativos em moedas dome´sticas e um segundo,
onde se estara´ perante uma carteira internacional, isto e´, onde se tem em conta o retorno na moeda es-
pecı´fica de cada ativo e a respetiva taxa de caˆmbio. Atrave´s deste u´ltimo sera´ possı´vel determinar a
soluc¸a˜o ao pretendido. O objetivo final consistira´ em construir uma carteira o´tima e comparar os resulta-
dos gerados pelo modelo em estudo, PMPT, com os do modelo tradicional, MPT.
No final deste capı´tulo sera´ apresentado um modelo multiperı´odo, por forma a implementar a es-
trate´gia adotada mas abrangendo dois perı´odos de tempo, cujo interesse se prende em reajustar a carteira
em diferentes alturas, fruto das oscilac¸o˜es do mercado e com o intuito de dirigir o investimento de
forma favora´vel ao investidor. O desempenho dos modelos propostos sera´ avaliado com recurso a dados
histo´ricos.
A carteira em estudo sera´ constituı´da por n ativos diferentes, mantidos durante um determinado
perı´odo de tempo. Pretende-se construir uma carteira internacional e, como tal, os ativos que a ira˜o
integrar encontrar-se-a˜o em moedas diferentes, sendo alguns de natureza dome´stica e outros de natureza
estrangeira. Em particular, os ativos de natureza dome´stica encontrar-se-a˜o cotados na moeda base, que
sera´ o Euro – EUR. Dos ativos estrangeiros alguns estara˜o cotados em Do´lares Americanos – USD e os
restantes em Libras Esterlinas – GBP.
Considerando um ativo i, com i de {1,2, . . . ,n}, tem-se que um retorno desse ativo num momento
isolado t, Rit , correspondera´ ao ganho ou a` perda obtidos como resultado da variac¸a˜o relativa entre o
prec¸o do ativo nesse momento t, Pit , e o prec¸o do ativo no momento anterior P
i
t−1, onde t > 0 pertencente
ao perı´odo de estudo em ana´lise [0,T ], com T > 0, e que pode ser determinado atrave´s da fo´rmula (3.1),






Pretende-se saber quais os pesos a atribuir a cada ativo na carteira de modo a que se determinar a
melhor alocac¸a˜o do capital, ou seja, corresponde a saber quais as proporc¸o˜es ideias do capital total que
sera´ investido por ativo num perı´odo de tempo. Para que tal seja feito com coereˆncia, sera´ necessa´rio
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estipular as condic¸o˜es para delimitar o conjunto de soluc¸o˜es admissı´veis.
Deste modo, os pesos sera˜o as varia´veis de decisa˜o do modelo e representar-se-a˜o por wi, ou w na
forma matricial que correspondera´ a um vetor coluna n × 1. Por coereˆncia, a soma de todos os pesos
definidos tera´ de dar a unidade, o que significa que o somato´rio das respetivas quantias investidas em
cada ativo tera´ de corresponder ao valor total disponibilizado para o investimento na carteira. Como
tambe´m na˜o sera˜o permitidas vendas a descoberto, tem-se que o valor de cada um dos pesos na˜o podera´






Para que seja estipulado um retorno mı´nimo esperado com o presente investimento, sera´ necessa´rio
definir no que consiste o retorno de um ativo para um intervalo de tempo e o retorno de uma carteira de
ativos. Para um intervalo de tempo, o retorno esperado de um qualquer ativo i encontra-se em (3.3) e pode
ser estimado atrave´s da me´dia dos retornos histo´ricos de cada ativo ao longo do perı´odo em estudo, sendo
T representativo do nu´mero total de meses. Deste modo, o valor esperado da carteira sera´ determinado
em func¸a˜o dos retornos esperados de cada ativo com os pesos considerados apo´s a implementac¸a˜o do
modelo, sendo µP o valor pretendido.





Consequentemente, determina-se o valor esperado da carteira recorrendo a` fo´rmula (3.3) combinada
com a frac¸a˜o investida de cada ativo na carteira. Encontra-se em (3.4) o valor esperado da carteira, onde






Como se pretende analisar uma carteira internacional, sera´ necessa´rio ter em considerac¸a˜o os re-
ajustes dos retornos face a`s diferentes moedas que integrara˜o a carteira, pois so´ assim e´ que se torna
possı´vel garantir que se alcanc¸a o retorno mı´nimo para o investidor. Como o investidor ainda esta´ su-
jeito a` volatilidade da taxa de caˆmbio, sera´ necessa´rio ajustar a equac¸a˜o (3.4) para que isso seja tido
em considerac¸a˜o. Assim, pretende-se determinar os retornos ajustados para cada ativo, ℜ, associando a
variac¸a˜o das respetivas taxas de caˆmbio, segundo a equac¸a˜o (2.18).
Deste modo, sera´ possı´vel determinar o retorno ajustado da carteira considerando os pesos atribuı´dos
a cada um dos ativos e o respetivo valor esperado dos retornos ajustados. De forma semelhante ao pro-
cedimento anterior, determinar-se-a´ um vetor linha representativo do valor esperado de ℜ, representado
por Γ, onde Γ= E [ℜ]. Deste modo, a equac¸a˜o do retorno ajustado da carteira encontra-se em (3.5).
µ∗P = Γ w (3.5)
No presente trabalho, o retorno mı´nimo esperado ficara´ definido por τ , sendo este representativo do
retorno que se pretende alcanc¸ar no final do investimento. Sera´ assim mais uma restric¸a˜o que estara´
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presente no modelo.
µ∗P ≥ τ (3.6)
O conjunto admissı´vel fica delimitado apo´s a implementac¸a˜o das restric¸o˜es (3.2) e (3.6), restando
agora minimizar o problema de acordo com a func¸a˜o objetivo de forma a determinar a soluc¸a˜o o´tima.
A func¸a˜o objetivo sera´ expressa consoante o modelo pretendido, ou seja, dependera´ da medida de risco
usada para otimizar o problema.
Sera´ ainda relevante analisar os retornos ajustados dos ativos em conjunto, para verificar se os mes-
mos assumem uma forma sime´trica, isto e´, se existe uma exata repartic¸a˜o em torno da me´dia global,
ou se se comportam de uma forma assime´trica, podendo esta ser positiva ou negativa. Se assumirem
uma assimetria negativa significa que predominam retornos mais baixos do que a me´dia, o que se traduz
numa perda maior quando considerando a me´dia como o retorno alvo. Caso contra´rio, apresentam uma
assimetria positiva, o que se reflete na existeˆncia de maior predominaˆncia de retornos com valores acima
da me´dia, podendo considerar-se como um potencial ganho. Deste modo, sera´ possı´vel ter uma noc¸a˜o a
priori sobre se vai existir maior ou menor risco em func¸a˜o de perdas ou ganhos contabilizados atrave´s
da me´dia global.
Este processo sera´ verificado atrave´s de um histograma, que ira´ conter a distribuic¸a˜o das frequeˆncias
dos retornos em estudo, ao qual lhe sera´ associada uma curva de distribuic¸a˜o normal. Assim, sera´ mais
fa´cil observar em qual dos casos nos encontraremos, especialmente atrave´s dos extremos, e simultane-
amente se os retornos se podera˜o considerar de natureza normal ou na˜o. A assimetria de cada ativo
sera´ traduzida e apresentada de forma semelhante, quer para a me´dia de cada ativo, quer para o retorno
mı´nimo esperado.
3.1 Post Modern Portfolio Theory
Nesta subsecc¸a˜o sera´ apresentada a medida de risco do modelo em estudo, tendo por base o sub-
capı´tulo Downside Risk. Destaca-se a semideviation e a matriz de semi-covariaˆncias para caracterizar o
risco do investimento.
Como ja´ introduzido, a semideviation e´ determinada atrave´s da raiz quadrada da semi-variaˆncia,
que se encontra dependente dos retornos condicionais, e caracteriza-se por ser uma medida que reflete
o interesse do investidor no desempenho da carteira, considerando a priori um determinado retorno
mı´nimo pretendido, τ , e que tem em considerac¸a˜o apenas as potenciais perdas, ou seja, que considera
como fonte de risco os investimentos cujo retorno na˜o se encontra a ser alcanc¸ado.
Assim, quer para determinar as semi-variaˆncias como para a matriz de semi-covariaˆncias, sera´ ne-
cessa´rio conhecer os retornos condicionais, considerando para tal um determinado τ , isto e´, um valor
representativo do retorno mı´nimo esperado consoante o perfil do investidor. Sera˜o tambe´m analisados
os impactos resultantes de diferentes valores atribuı´dos para o τ . Como ja´ exemplificado na Revisa˜o Li-
tera´ria, recorre-se a um valor global para que se possa observar o quanto cada retorno dista do objetivo e
de forma a que seja possı´vel a exogeneidade da matriz de semi-covariaˆncias, como tambe´m se verificara´
nos Resultados.
Deste modo, quando considerado Rit , tem-se que zit = Rit−τ e pretende-se analisar quais os retornos
que na˜o atingem o retorno alvo. Para tal, temos de minimizar zit e, deste modo determinar os retornos
condicionais, como apresentados em (2.10). Assim, o objetivo pretendido consiste em minimizar a
probabilidade de perda do investimento, sendo caracterizado como perda os retornos cujo zit < 0, o que
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vai corresponder a que o retorno determinado seja inferior ao retorno esperado mı´nimo. Caso isto na˜o se
verifique, significa que se obteve um retorno superior ao inicialmente pretendido e na˜o sera´ considerado
como perda, consequentemente na˜o sera´ contabilizado como risco o que faz com que, numericamente,
passe a ser contabilizado como valor nulo.
Para que seja possı´vel determinar a semideviation de determinado ativo i, procura-se primeiro conhe-
cer a respetiva semi-variaˆncia, sendo esta determinada com recurso ao LPM com a = 2. Deste modo, o
risco do ativo sera´ estimado atrave´s do valor esperado dos retornos condicionais ao quadrado, apresen-
tado na equac¸a˜o (3.7).
Ω2i,τ = E
{






min [(Rit − τ),0]2 (3.7)
Em contrapartida, o risco da carteira fica caracterizado em func¸a˜o do conjunto de ativos que a inte-
grem, de forma ana´loga ao modelo MPT. Para tal, torna-se necessa´rio determinar as semi-covariaˆncias,
isto e´, conhecer de que forma interagem os ativos entre si. Isto sera´ relevante visto que, quando formada
uma carteira com diferentes ativos, a interac¸a˜o entre eles tera´ um impacto no risco conjunto da carteira.
O risco entre cada dois ativos ficara´ definido atrave´s do valor esperado em func¸a˜o do produto dos retor-
nos condicionais entre esses ativos e, desta forma, determina-se a matriz de semi-covariaˆncias. De notar
que para cada τ surge uma diferente matriz de semi-covariaˆncias, face o impacto deste valor na definic¸a˜o
de retornos condicionais.
Desta forma, a semi-covariaˆncia sera´ estimada atrave´s do valor esperado do produto dos retornos
condicionais de cada ativo, i e j, como se segue em (3.8).
Ωi j,τ = E
{






min [(Rit − τ) ,0]×min [(R jt − τ) ,0]
}
(3.8)
A matriz de semi-covariaˆncias fica definida como sendo uma matriz n× n, sime´trica e exo´gena,
representativa da interac¸a˜o entre cada um dos ativos. Sendo sime´trica, Ωi j,τ =Ω ji,τ e, consequentemente,
a transposta da matriz torna-se igual a` sua matriz inicial, para todo o i e j pertencentes a {1,2, . . . ,n}.
De igual modo, sendo exo´gena, significa que sera´ determinada em func¸a˜o dos retornos de cada ativo,
atrave´s dos retornos condicionais com respeito a um determinado τ , o que permite que esta matriz se
mantenha inalterada, mesmo que sejam atribuı´dos diferentes pesos a cada ativo aquando da formac¸a˜o de
diferentes carteiras. Sera´ determinada uma matriz semelhante a (3.9) em func¸a˜o de determinado τ , cuja








ωn,1 . . . ω2n
= 1





ω1,n . . . ω2n
 (3.9)
Posto isto, esta˜o reunidas as condic¸o˜es necessa´rias a` estipulac¸a˜o da func¸a˜o objetivo do nosso pro-
blema e que sera´ desenvolvida de uma forma aproximada, sugerida por Estrada (2008), como se encontra
1Aplica´vel por definic¸a˜o de matriz sime´trica.
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wiw jΩi j,τ (3.10)
O modelo que permite a otimizac¸a˜o de uma carteira de investimentos dome´stica encontra-se ma-
tricialmente escrito em (3.11) e dara´ a soluc¸a˜o pretendida para uma qualquer carteira de investimentos
nestas condic¸o˜es, combinando as limitac¸o˜es necessa´rias ao conjunto de soluc¸o˜es admissı´veis e a respe-
tiva func¸a˜o objetivo. Assim, considere-se que os retornos µ foram determinados assumindo que todos
os ativos se encontram cotados na moeda base, o vetor w com dimenso˜es n×1 reflete os pesos ideais a
atribuir a cada ativo, o vetor 1 e´ um vetor linha unita´rio, τ e´ o valor esperado mı´nimo de retorno para a








Face ao pretendido, e´ necessa´rio considerar-se um modelo adequado a uma carteira internacional, de
forma a que o retorno estipulado seja efetivamente alcanc¸ado, ja´ considerando eventuais volatilidades das
taxas de caˆmbio. Considere-se assim µ∗P o retorno da carteira ja´ calculado em (3.5), valor determinado
tendo em conta o vetor dos retornos ajustados dos ativos. O modelo pretendido com o objetivo de
otimizar uma carteira de investimentos internacional pode ser descrito como:
min
w
Ω2P, τ ' w′Ωτw




Deste modo, fica determinada a formulac¸a˜o para o presente problema em (3.12), tendo como foco
a minimizac¸a˜o do risco, representado pela semi-variaˆncia da carteira, sabendo que tera´ de obedecer a
determinados crite´rios estipulados pelas restric¸o˜es mencionadas e cujo objetivo consiste na determinac¸a˜o
dos pesos a atribuir aos ativos que ira˜o constituir a presente carteira.
3.2 Multiperı´odo
Markowitz (1952) propoˆs o modelo MPT para a otimizac¸a˜o de carteiras de investimentos, que per-
mite a alocac¸a˜o “ideal” de diferentes quantias moneta´rias pelos diversos ativos, assumindo um u´nico
perı´odo de investimento. O modelo PMPT, exposto inicialmente neste capı´tulo, procura responder ao
mesmo considerando uma abordagem de risco diferente.
Para um investimento a longo prazo, a mesma alocac¸a˜o torna-se ineficiente se aplicada repetidamente
em diversos perı´odos. Em situac¸o˜es realistas de mercado, o comportamento dos ativos na˜o se mante´m
constante e, deste modo, tornam-se necessa´rios ajustes na carteira para os diferentes perı´odos em ana´lise,
de forma a que o objetivo final seja atingido. Esta alternativa sera´ exposta neste subcapı´tulo apresentando
uma otimizac¸a˜o de carteiras para dois perı´odos tendo por base o modelo PMPT, mantendo o interesse na
minimizac¸a˜o do risco e no alcance de determinada riqueza no perı´odo final.
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Existem diferentes alternativas para a execuc¸a˜o do pretendido, como sendo a programac¸a˜o estoca´stica
multiperı´odo, que utiliza regras de decisa˜o condicionais para definir como se deve proceder em resposta
a resultados passados. Por outro lado, a construc¸a˜o de a´rvores de cena´rios permite delinear exatamente
quais os caminhos a percorrer, mas torna-se num entrave quando prolongado indefinidamente. Neste
trabalho o pretendido sera´ apresentar um modelo de programac¸a˜o convexa que pode ser resolvido global
e eficientemente tendo por base regras lineares de decisa˜o. Deste modo, o objetivo sera´ desenvolver um
modelo que recorre a equac¸o˜es lineares recursivas, uma alternativa a`s a´rvores de decisa˜o e a` construc¸a˜o
de cena´rios e que se acredita mais adequada, (Calafiore, 2009).
Calafiore (2008), Kuhn et al. (2009) e Dantzig et al. (1993) sugerem soluc¸o˜es para este tipo de
problemas de decisa˜o sequencial de multiperı´odos utilizando as pretendidas equac¸o˜es lineares recursivas.
Para tal, consideram-se sequeˆncias recursivas de parametrizac¸o˜es afins para se determinarem as soluc¸o˜es
pretendidas que sera˜o exatas e facilmente encontradas, ao contra´rio das alternativas apresentadas. O
objetivo consiste em decidir, para cada perı´odo, como reorganizar a carteira de forma a determinaro
melhor retorno face ao investimento inicial. Com este fim, sera˜o consideradas polı´ticas de decisa˜o, sendo
estas em func¸a˜o dos ganhos passados do mercado, e ter-se-a˜o expresso˜es explı´citas para as expectativas
de retornos e de volatilidades da carteira para cada fase de decisa˜o. Esta abordagem permitira´ alcanc¸ar
computacionalmente soluc¸o˜es de problemas de programac¸a˜o convexa ou de segunda ordem, sendo que
estas fornecem soluc¸o˜es apenas sub-o´timas por serem determinadas de forma parametrizada.
Calafiore e Campi (2005) apresentam um modelo para dois perı´odos, em que o investidor toma uma
decisa˜o de alocac¸a˜o no inı´cio do horizonte temporal e mante´m a carteira durante esse primeiro perı´odo
de tempo. No fim deste, o comportamento do seu investimento e´ ditado por um certo valor, representado
pelo retorno. Em resultado desse valor, uma decisa˜o pode ser tomada no inı´cio do segundo perı´odo,
para compensar quaisquer efeitos negativos que se tenha experienciado anteriormente. Face a`s deciso˜es
tomadas para este u´ltimo perı´odo, pretende-se que no final seja atingido o valor esperado pretendido. E´
desta forma que decorrera´ a base do modelo multiperı´odo, podendo generalizar-se para T perı´odos de
tempo. Considera-se um perı´odo t como sendo a comec¸ar em t−1 e a acabar em t.
Consideram-se disponı´veis os mesmos n ativos apresentados para dois perı´odos de investimento, e
pretende-se determinarum determinado capital no final do perı´odo, de acordo com o valor inicialmente
investido e tendo em considerac¸a˜o o retorno mı´nimo estipulado inicialmente, τ . A realizac¸a˜o sera´ feita
considerando quantias moneta´rias, onde C0 correspondera´ ao capital disponı´vel no perı´odo inicial, com
t = 0. Assim, sera˜o utilizados os retornos originais dos ativos, sem qualquer ajuste, e posteriormente,
sera˜o utilizadas as taxas de caˆmbio entre as moedas de base e local dos respetivos ativos.
O processo comec¸a quando o investidor decide em t = 0 uma alocac¸a˜o para a sua carteira e, em
cada um dos perı´odos seguintes 0 < t < T = 2, pode manter a sua carteira ou altera´-la, comprando e/ou
vendendo ativos nesse instante, de acordo com o desempenho de cada um dos ativos no perı´odo anterior.
Estas deciso˜es sera˜o determinadas recorrendo a`s polı´ticas de ajuste de investimento, apresentadas como
func¸o˜es parametrizadas. Visto na˜o ser relevante para a presente ana´lise, na˜o sera˜o considerados quaisquer
custos de transac¸a˜o. Deste modo, considere-se:
• wti - o montante em unidades locais mantidas do ativo i na carteira, no perı´odo t, sendo que t =
{0,1,2}.
• uti - o montante em unidades locais investidas no ativo i no perı´odo t, sendo t = {1}. Caso este valor
seja positivo, enta˜o esta´-se perante uma compra desse ativo, sendo que vai acrescer o valor mantido
desse ativo na carteira no perı´odo seguinte. Em contrapartida, um valor negativo correspondera´
a uma venda desse ativo e, consequentemente, a uma diminuic¸a˜o da quantia mantida desse ativo
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para o perı´odo seguinte. Na˜o sera´ considerado algum investimento em t = 0, nem investimentos
no u´ltimo momento do perı´odo t = 2 , o que significa que para todo o i = {1,2, . . . ,n}, u0i = 0 e
u2i = 0.
• Sti - a taxa de caˆmbio expressa em unidades dome´sticas por unidade da moeda estrangeira relacio-
nada com o ativo i na carteira, no perı´odo t, sendo que t = {0,1,2}.
• Rti - o retorno individual do ativo i no perı´odo t, sendo que i = {1,2, . . . ,n} e t = {0,1,2}.
As pretendidas polı´ticas de ajustamento podem ser determinadas considerando duas abordagens:
open-loop e closed-loop. A abordagem open-loop consiste na tomada de deciso˜es antecipadamente e,
deste modo, opta por func¸o˜es de controlo que sa˜o efetivamente independentes dos retornos, pelo que
na˜o tem em considerac¸a˜o a natureza dinaˆmica do problema de decisa˜o. Em contrapartida, a abordagem
closed-loop tem em considerac¸a˜o o que aconteceu em perı´odos anteriores, isto e´, as deciso˜es a serem
tomadas teˆm em considerac¸a˜o o que vai acontecendo progressivamente no mercado e so´ depois ficam
efetivamente definidas, designando-se tambe´m de “wait-and-see”, (Calafiore, 2009).
Cada polı´tica de ajuste do investimento (neste caso so´ sera´ tomada uma decisa˜o por ativo) vai ser
caracterizada com recurso a uma func¸a˜o parametrizada expressa por um vetor linha u1 em func¸a˜o dos
retornos do primeiro perı´odo (1+R1) . Para o pretendido, vai ser considerado um retorno esperado por
ativo em cada perı´odo, designadas de expetativas. Estas sera˜o estimadas em func¸a˜o do valor esperado do
retorno histo´rico de cada ativo, e representam-se por ζi. Desta forma, os ajustes u1 sera˜o determinados
considerando uma decisa˜o nominal κ1 e um termo auxiliar. Cada decisa˜o nominal κ1i representa o que
se efetuaria ao ativo i no momento t = 1 se o mercado decorresse como esperado ate´ enta˜o, isto e´, se as
expectativas fossem atingidas. Como tal dificilmente acontece, corrige-se a decisa˜o u1 recorrendo a um
termo auxiliar. Este fica definido por uma matriz de reac¸a˜o do mercado, Θ1, de dimensa˜o n×n em que
cada entrada representara´ a sensibilidade de ac¸a˜o de controlo.
Todo o processo decorrera´ num horizonte de tempo deslizante, considerando o tamanho de cada
perı´odo constante. Em cada perı´odo t tem-se associado um vetor de varia´veis aleato´rias representativo
do montante investido na carteira nesse instante, wt. O problema de decisa˜o e´ resolvido ao longo de um
horizonte de T perı´odos. Considera-se nesse instante que as deciso˜es futuras sa˜o ainda incertas devido
a` dependeˆncia para com os retornos passados, que so´ se tornam conhecidos com o avanc¸ar do tempo.
Assim, o horizonte avanc¸ara´ um perı´odo de cada vez e atualizara´ o modelo com as novas estimativas,
decorrendo continuamente de forma iterativa ate´ ao final do horizonte temporal.
A vantagem com a implementac¸a˜o de um modelo em horizonte deslizante e´ que, em cada estado de
decisa˜o, existe a possibilidade de lucrar com as observac¸o˜es do comportamento real do mercado e usar
essas informac¸o˜es para, por exemplo, fornecer novas estimativas ao modelo e atualizar os pesos, o risco
e as metas de retorno pretendido, (Calafiore, 2009). Esta abordagem e´ u´til para investimentos contı´nuos,
de forma a se obter deciso˜es nonmyopic ao longo de determinados perı´odos de tempo.
Assim, sera´ abordada a estrate´gia “closed-loop” num horizonte deslizante, sendo a alternativa “open-
loop” facilmente adaptada se se considerar a matriz de reac¸a˜o do mercado nula para todos os perı´odos
de tomada de decisa˜o. O objetivo sera´ o de determinar as deciso˜es progressivamente, na˜o esquecendo o
alcance do retorno final pretendido enquanto se minimiza o risco total associado.
De modo a entender melhor como sera´ o desenvolvimento do multiperı´odo, segue-se um esquema do













I perı´odo II perı´odo
(1+R1) (1+R2)
Figura 3.1: Esquema de otimizac¸a˜o da carteira para dois perı´odos.
No perı´odo inicial 0, e´ constituı´da a primeira carteira representada por w0, convertida para Euros
atrave´s das taxas de caˆmbio associadas S0. Este perı´odo sera´ aquele em que apenas e´ atribuı´do um valor
a cada ativo i, na˜o sendo permitidas alterac¸o˜es nesse mesmo instante. O valor total deste investimento,
em Euros, tera´ de corresponder exatamente ao capital inicialmente disponı´vel. Ao longo do perı´odo
I, havera´ uma alterac¸a˜o no comportamento dos ativos representado por (1+R1). Como consequeˆncia
desta evoluc¸a˜o “passada” seguem-se os primeiros e u´nicos ajustes na carteira, as designadas polı´ticas
de ajustamento, u1, e que representam as compras e vendas dos ativos da carteira, sendo associada a
conversa˜o S1. Assim, forma-se uma “nova” carteira, w1, que sera´ implementada para o II perı´odo.
No final desse II perı´odo, existe um novo retorno e variac¸o˜es cambiais face ao ocorrido nesse perı´odo,
respetivamente (1+R2) e S2. Com isto, e´ alcanc¸ado o capital final, que devera´ ser igual ou superior ao
pretendido inicialmente.
Compreendido o desenrolar do processo, torna-se essencial apresentar as restric¸o˜es para a implementac¸a˜o
do modelo. Deste modo, todo o valor investido inicialmente, em Euros, tera´ de corresponder exatamente
ao montante disponı´vel no inı´cio, como descrito em (3.13), em que w0 corresponde ao vetor linha 1×n
com os valores investidos inicialmente na moeda local, precisando da respetiva conversa˜o para a moeda





Por outro lado, pretende-se alcanc¸ar como capital final um valor que englobe o retorno esperado
estipulado de acordo com o capital investido. Assim, face ao valor definido τ , espera-se que este retorno
seja atingido no momento final T = 2 quando incorporado no capital investido inicialmente. Considere-
se assim a restric¸a˜o (3.14), onde w2 ja´ se encontra em Euros (pela forma em como foi obtida) e 1
corresponde ao vetor coluna de valor 1.
w2 1≥ (1+ τ) C0 (3.14)
Para o caso em particular, existira´ uma so´ polı´tica de ajustamento que ocorrera´ em t = 1. Esta polı´tica
apresenta-se como sendo uma func¸a˜o afim parametrizada e dependente dos retornos passados, expressa
em (3.15), determinada atrave´s da soma de uma decisa˜o nominal em Euros κ∗1 ∈ R1,n, com os ajustes
proporcionais aos desvios do mercado face ao esperado, Θ1 ∈ R n,n.
u1 = κ∗ 1 + β 1 Θ1 (3.15)
Onde cada elemento κ∗1i = κ1i S1i e cada βi =
[(
1+R1i
)− (1+ζi)]S1i , ∀i = {1, · · · ,n}, onde ζi
corresponde ao retorno esperado de cada ativo. Deste modo, u1 fica calculado em Euros.
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Como o processo sera´ feito de forma recursiva, sera´ necessa´rio implementar as equac¸o˜es dinaˆmicas
da carteira, de forma a que haja uma continuidade nos investimentos e coereˆncia na sua concretizac¸a˜o.
Assim, apo´s o desenvolvimento do primeiro perı´odo, vai-se determinar atrave´s de (3.16) para cada ativo
i ={1, . . . ,n}, o valor correspondente a` quantia investida no perı´odo inicial (em Euros), que tera´ de
incluir o retorno determinado com o investimento, bem como o impacto da taxa de caˆmbio nesse instante,
acrescido dos ajustes a serem feitos nesse ativo em Euros, podendo elevar ou diminuir a respetiva quantia





















Como na˜o sera˜o considerados quaisquer custos de transac¸a˜o nem injec¸o˜es moneta´rias ao longo do
horizonte temporal, tem que existir um auto-financiamento do montante em circulac¸a˜o ao longo desse
perı´odo. Assim, as compras e vendas teˆm de se equilibrar. Para tal, considera-se (3.18), para t = 1,
o que significa que os valores moneta´rios, em Euros, sa˜o transferidos entre ativos mas o valor lı´quido
mante´m-se inalterado. Ambos os valores sera˜o determinados em Euros, pelo que na˜o sera´ necessa´rio
incluir converso˜es.
κ∗1 1 = 0
Θ1 1 = 0
(3.18)
Por outro lado, pretende-se que na˜o existam vendas a descoberto na carteira em qualquer momento







Esta equac¸a˜o facilmente se adapta a quantias mı´nimas ou ma´ximas pretendidas para qualquer ativo e em
qualquer perı´odo de tempo.
A riqueza total do investimento alcanc¸ada para os perı´odos de investimento t = {1,2}, ω t , pode ser
descrita atrave´s da equac¸a˜o (3.20).
ω t = wt 1 (3.20)
Como o objetivo prende-se na minimizac¸a˜o da quantidade de risco do investimento total, sera´ ne-
cessa´rio determinaro risco de cada perı´odo face aos investimentos nos mesmos. Para tal, vai ser ne-
cessa´rio determinara matriz de semi-covariaˆncias dos ativos. No presente caso, esta matriz sera´ constante
para todo o horizonte temporal e determinada recorrendo a (3.8). Por fim, sera´ feita uma soma ponderada










Onde Ω2P,t representa a semi-variaˆncia para cada carteira P definida no perı´odo t, representativa do
risco que sera´ determinado consoante a combinac¸a˜o entre a matriz de semi-covariaˆncias e os respetivos
montantes destinados a cada ativo em Euros nesse mesmo perı´odo, ja´ descrita na equac¸a˜o (3.10).
Desta forma, esta˜o apresentados os me´todos que sera˜o implementados. No pro´ximo capı´tulo encontram-




Apresentado o enquadramento teo´rico e formulada a metodologia, segue-se a implementac¸a˜o pra´tica
para avaliar o desempenho do modelo PMPT, e a sua comparac¸a˜o com o modelo MPT. A ana´lise geral
dos dados e a implementac¸a˜o do modelo multiperı´odo foram feitas considerando os dados histo´ricos
originais, isto e´, os prec¸os dos ativos nas moedas locais e respetivas taxas de caˆmbio. O estudo para a
constituic¸a˜o da carteira e do backtesting utilizaram os retornos ajustados, quer isto dizer que os ativos
ja´ se encontrara˜o sob influeˆncia das taxas de caˆmbio. Os dados histo´ricos foram retirados do servidor
Investing.com e os modelos foram implementados em linguagem MATLAB com recurso ao software
YALMIP, (Lo¨fberg, 2004).
4.1 Ana´lise Geral aos Dados
Considere-se um investidor europeu com um perfil de risco moderado, que pretende investir numa
carteira internacional. A` sua disposic¸a˜o esta˜o 10 ativos, dos quais 5 esta˜o na moeda dome´stica, sendo eles
Allianz (ALV), Bechtle AG (BC8G), Nestle SA (NESN), SAP SE (SAPG) e Volkswagen AG (VOWG).
Dos restantes que se encontram em moedas estrangeiras, tem-se que Apple Inc (AAPL), Amazon.com
Inc (AMZN) e Facebook Inc (FB) se apresentam em Do´lares Americanos e Rolls-Royce Holdings PLC
(RR) e Unilever PLC (ULVR) em Libras Esterlinas. Foram determinados os retornos histo´ricos mensais
considerando o perı´odo de janeiro de 2014 ate´ dezembro de 2016.
Na figura 4.1, encontra-se apresentada a evoluc¸a˜o percentual dos prec¸os por ativo tendo como base




Figura 4.1: Evoluc¸a˜o percentual dos prec¸os dos ativos considerando o prec¸o inicial como base, jan-14 a dez-16.
Em particular, os ativos AMZN, FB e BC8G apresentaram a melhor evoluc¸a˜o ate´ ao final do perı´odo,
verificando-se uma valorizac¸a˜o nos prec¸os de cada um deles. Em contrapartida, RR e VOWG apresen-
taram uma evoluc¸a˜o menos satisfato´ria, ja´ que o seu prec¸o final desvalorizou face ao respetivo incial,
demonstrado pelos valores abaixo de 100%, isto e´, o ativo RR tinha em janeiro de 2014 um prec¸o
de 1143,2£ e em dezembro de 2016 passou a valer 668£, e o ativo VOWG passou de 188,05e para
133,35e, respetivamente. Os prec¸os apresentam-se ainda analisados na moeda do paı´s de origem, mo-
eda local, o que significa que o valor determinado da carteira constituı´da por estes ativos ainda estara´
sujeita a oscilac¸o˜es. Assim, torna-se igualmente interessante analisar a evoluc¸a˜o das taxas de caˆmbio, de
modo a que seja possı´vel observar o comportamento dos prec¸os das moedas estrangeiras face a` moeda
dome´stica (figura 4.2).
Figura 4.2: Evoluc¸a˜o das taxas de caˆmbio EUR/USD e EUR/GBP, no perı´odo jan-14 e dez-16.
De notar que houve uma evoluc¸a˜o favora´vel do Euro em relac¸a˜o a` Libra Esterlina, isto e´, comparando
o u´ltimo com o primeiro meˆs, e´ necessa´rio obter mais Libras por cada Euro no final do perı´odo, quer isto
dizer que houve uma valorizac¸a˜o do Euro e uma desvalorizac¸a˜o da Libra. Em contrapartida, houve uma
evoluc¸a˜o favora´vel do Do´lar Americano face ao Euro, isto e´, sa˜o necessa´rios menos Do´lares para adquirir
1 Euro no final desse mesmo perı´odo em relac¸a˜o ao seu inı´cio, quer isto dizer que houve uma valorizac¸a˜o
do Do´lar e uma desvalorizac¸a˜o do Euro. Todas estas variac¸o˜es sera˜o relevantes para o retorno e risco
efetivamente tidos no final do perı´odo. Neste caso, pode concluir-se que qualquer investimento feito na
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moeda GBP ira´ refletir-se num retorno inferior em EUR. Pelo contra´rio, um investimento feito em USD,
fruto da desvalorizac¸a˜o do Euro, ira´ traduzir-se num retorno final superior.
A ana´lise que se segue sera´ desenvolvida considerando os retornos ajustados, determinados pela
equac¸a˜o (2.18). Os retornos foram ajustados para que, deste modo, se possa trabalhar ja´ considerando
a volatilidade da taxa de caˆmbio e permitindo a coereˆncia na ana´lise. Daqui em diante, as ana´lises
encontram-se expressas considerando os retornos ajustados mensais para cada ativo.
Numa primeira fase, pretende-se analisar as caracterı´sticas numa perspetiva individual, ou seja, ana-
lisar os retornos por ativo ja´ considerando o respetivo ajuste do caˆmbio. Pretende-se assim analisar a
me´dia dos retornos mensais, o respetivo grau de assimetria, cada semideviation e os respetivos desvios-
padra˜o. Para que fosse possı´vel determinara semideviation teve de se considerar um retorno mı´nimo
alvo, anteriormente apresentado como τ . Para escolher um valor adequado, tem de se ter em conta o
perfil pessoal do investidor e na˜o poˆr em causa a admissibilidade do problema. Dadas as circunstaˆncias,
o valor escolhido para o retorno mı´nimo mensal numa perspetiva global foi τ = 1,6%. Apenas para
a ana´lise individual, sera˜o tambe´m consideradas as me´dias individuais de cada ativo para o ca´lculo da
respetiva semideviation, com o objetivo de se fazer uma analogia com o desvio-padra˜o.










τ = µi (%)
Desvio-Padra˜o (%)
σi
ALV 0,84 0,98 4,51 4,06 5,68
BC8G 1,90 1,14 4,15 4,33 6,52
NESN 0,76 1,08 3,21 2,72 4,01
SAPG 1,28 1,59 3,79 3,58 6,39
VOWG -0,21 0,81 10,04 9,19 11,69
AAPL 0,90 1,05 5,22 4,79 6,93
AMZN 1,77 1,18 5,67 5,78 8,87
FB 1,22 0,99 4,63 4,42 6,22
RR -1,02 1,43 7,13 5,48 9,28
ULVR 1,28 1,26 4,17 3,97 6,32
O grau de assimetria de cada distribuic¸a˜o foi determinado conforme apresentado na equac¸a˜o (2.11),
proposta por Markowitz (1959). Quando o valor e´ superior a` unidade, como por exemplo acontece com
SAPG, estamos perante uma distribuic¸a˜o assime´trica positiva, estendendo-se para valores superiores a`
me´dia. Desta forma, no ativo SAPG predominam valores mais altos do que a me´dia, 1,28%, e conclui-se
assim que o modelo normal se torna inadequado para a representac¸a˜o destes retornos. Em contrapartida,
um valor inferior a` unidade, como o caso do ativo VOWG, indica que a sua distribuic¸a˜o e´ assime´trica
negativa, estendendo-se em direc¸a˜o a valores muito inferiores a` respetiva me´dia, −0,21%. Caso esse
valor correspondesse ao valor unita´rio, enta˜o estar-se-ia perante uma distribuic¸a˜o sime´trica e adequada
ao uso da distribuic¸a˜o normal, o que aqui na˜o acontece.
Nas treˆs u´ltimas colunas da tabela 4.1 encontram-se os valores determinados para o risco de cada
ativo consoante o procedimento utilizado, isto e´, semideviation ou variaˆncia. Assim, pretendeu-se deter-
minara semideviation em torno da pro´pria me´dia de cada ativo de forma a comparar e procurar entender
as diferenc¸as entre cada medida de risco.
Comece-se por analisar a influeˆncia da localizac¸a˜o em cada uma das medidas de risco. Uma maior
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proximidade do retorno ao valor me´dio, quer acima ou abaixo deste, ira´ implicar uma alterac¸a˜o mais
pequena no valor da variaˆncia, enquanto que um retorno que se distanciar mais da me´dia ira´ causar um
impacto mais significativo na variaˆncia, levando-a a alcanc¸ar um valor superior. Para a semideviation a
variac¸a˜o nesse impacto e´ semelhante, mas esta medida apenas tem em considerac¸a˜o os retornos que se
encontrem abaixo da me´dia, as designadas “perdas”.
Considerem-se os ativos SAPG e ULVR para a interpretac¸a˜o pra´tica das medidas de risco, visto terem
ambos me´dias ideˆnticas de 1,28%. Seguem-se dois histogramas em 4.3, sendo cada um relativo a um
dos ativos, por forma a facilitar a sua interpretac¸a˜o.
(a) SAPG (b) ULVR
Figura 4.3: Histograma da distribuic¸a˜o dos retornos de cada ativo.
Como se pode analisar atrave´s do grau de assimetria na tabela 4.1 e do qzue se observa na figura
4.3, o ativo SAPG tem uma assimetria positiva mais acentuada do que a ULVR. A SAPG concentra
mais retornos positivamente distantes da me´dia em comparac¸a˜o com o ativo ULVR, de acordo com os
extremos direitos de cada histograma, como e´ observado em 4.3a e 4.3b, o que gera as diferenc¸as no
grau de assimetria. Por outro lado, apesar de se encontrarem mais retornos abaixo da me´dia no ativo
SAPG em comparac¸a˜o com a ULVR, aproximadademente 16 vs 15, a semideviation da SAPG tem um
valor inferior ao da ULVR. Isto deve-se ao facto de as designadas perdas apresentadas no ativo ULVR
serem mais negativas e, consequentemente, distantes do valor de refereˆncia, a me´dia neste caso, levando
a um valor superior para esta medida de risco. Por fim, o desvio-padra˜o tem em considerac¸a˜o os desvios
das perdas mas tambe´m considera os desvios dos retornos acima da me´dia. Assim, observe-se que este
valor e´ superior no ativo SAPG do que no ativo em comparac¸a˜o, ou seja, combinando a informac¸a˜o
ja´ analisada, apesar das perdas deste ativo serem inferiores a`s do ativo ULVR, existem muitos valores
positivos distantes da me´dia que fazem com que tenha um maior valor de desvio-padra˜o. Deste modo,
pode-se afirmar que a semideviation tem em conta o grau de assimetria no sentido em que quanto mais
assime´trica negativa a distribuic¸a˜o dos retornos, maior o nu´mero de valores distantes e abaixo do retorno
alvo e consequentemente maior a semi-variaˆncia.
Antes de prosseguir para uma ana´lise conjunta dos dados, pretende-se analisar a interac¸a˜o entre cada
dois ativos por forma a avaliar o impacto no risco que dois ativos teˆm quando incluı´dos simultaneamente
na futura carteira. Segue-se a matriz de semi-covariaˆncias na tabela 4.2 e a matriz de covariaˆncias na
tabela 4.3.
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NESN 0,07 0,08 0,10
SAPG 0,12 0,06 0,08 0,14
VOWG 0,27 0,16 0,10 0,20 1,01
AAPL 0,11 0,09 0,08 0,11 0,21 0,23
AMZN 0,12 0,12 0,09 0,09 0,19 0,11 0,24
FB 0,10 0,06 0,05 0,08 0,10 0,05 0,11 0,16
RR 0,11 0,08 0,11 0,14 0,34 0,15 0,12 0,08 0,47
ULVR 0,05 0,09 0,09 0,09 0,08 0,10 0,10 0,06 0,13 0,13
A matriz expressa na tabela 4.2 corresponde a uma matriz sime´trica e, quando considerado um
τ = 1,6%, torna-se generaliza´vel para todas as carteiras com os presentes ativos. Caso se pretenda
um retorno diferente ao atribuı´do por este τ , enta˜o esta mesma matriz ira´ ser gerada de forma dife-
rente dada a natureza da sua composic¸a˜o, isto e´, devido aos retornos condicionais. Observe-se tambe´m
que a sua diagonal corresponde exatamente a` semi-variaˆncia de cada ativo, ou seja, sera´ o quadrado da
semideviation.
De forma ana´loga, a diagonal da matriz expressa na tabela 4.3 representa exatamente a variaˆncia de
cada ativo, isto e´, o quadrado do desvio-padra˜o anteriormente apresentado.




NESN 0,07 0,15 0,16
SAPG 0,20 0,11 0,09 0,41
VOWG 0,34 0,15 0,06 0,35 1,37
AAPL 0,07 0,16 0,07 0,16 0,19 0,48
AMZN 0,18 0,25 0,13 0,24 0,20 0,21 0,79
FB 0,08 0,03 -0,02 0,15 0,01 0,13 0,26 0,39
RR -0,21 -0,11 0,02 0,00 0,02 0,05 -0,02 -0,09 0,86
ULVR -0,09 0,07 0,12 0,00 -0,21 0,07 0,13 0,02 0,26 0,40
Relembrando o efeito de diversificac¸a˜o, quanto menor for a covariaˆncia entre dois ativos, menor
o risco da carteira global. Assim, observe-se que a matriz de covariaˆncias tem entradas com valores
negativos, o que se traduz numa potencial diminuic¸a˜o do risco com o modelo MPT, caso os ativos
integrem a carteira. O mesmo ja´ na˜o acontece com a matriz de semi-covariaˆncias. Isto deve-se ao
facto de esta u´ltima ser uma soma de produtos de valores nulos ou negativos, fazendo com que todas
as entradas passem a positivas e pondo em questa˜o o efeito da diversificac¸a˜o neste me´todo. Por outro
lado, a matriz de semi-covariaˆncias apenas esta´ a ter em considerac¸a˜o as perdas e, como tal, e´ coerente
que na˜o hajam valores negativos, pois estamos apenas a incluir os casos em que os retornos de ambos
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os ativos esta˜o abaixo do valor em simultaˆneo. Sera´ de esperar que na minimizac¸a˜o do risco, seja dada
a prefereˆncia a ativos com menor semi-covariaˆncia, ja´ que esse e´ um indicador de que as perdas na˜o sa˜o
muito distantes do valor mı´nimo pretendido. Iremos observar que, apesar de na˜o haver valores negativos
que possam diminuir o risco global, na˜o significa que o risco determinado pela semi-variaˆncia na˜o possa
ser menor do que o risco determinado pela variaˆncia de uma carteira. Mais ainda, a diversificac¸a˜o na˜o
deixa de ser uma salvaguarda do retorno, pois permite um contrabalanc¸o no desempenho dos diferentes
ativos presentes na carteira.
Passando a uma ana´lise conjunta dos dados, segue-se a tabela 4.4 com as principais informac¸o˜es
sobre o conjunto de dados, e ainda uma apresentac¸a˜o do respetivo histograma acompanhado de uma curva
de distribuic¸a˜o normal, com o intuito de observar o comportamento conjunto dos retornos determinados.
Tabela 4.4: Ana´lise global ao conjunto de dados no
perı´odo de jan-14 a dez-16.
Ana´lise Global
Grau de Assimetria 0,10
Valor Me´dio (%) 0,87
Desvio-Padra˜o (%) 7,43
Semideviation (%) (τ = 0,87%) 16,42
Semideviation (%) (τ = 1,6%) 17,67
Mı´nimo (%) -42,33
Ma´ximo (%) 25,68 Tabela 4.5: Histograma dos retornos ajustados acompanhado
da distribuic¸a˜o Normal, no perı´odo de janeiro 2014 a dezembro
2016.
Repare-se que os dados demonstram um grau de assimetria inferior a 1, com um valor de 0,10, o
que significa que estamos perante uma distribuic¸a˜o assime´trica negativa, com valores negativos muito
distantes da me´dia global de 0,87%. Consequentemente, observa-se um valor dos retornos muito baixo
de −0,4, apresentado no histograma em 4.5, confirmado atrave´s do valor mı´nimo de −42,33%, em
contraste com um ma´ximo de 25,68%. Deste modo, a verdadeira distribuic¸a˜o refletir-se-ia numa cauda
esquerda muito pesada, divergindo da distribuic¸a˜o normal.
Enquanto que o desvio-padra˜o mede a dispersa˜o dos retornos em torno da me´dia, a semidevia-
tion mede a dispersa˜o dos retornos abaixo de um valor mı´nimo esperado. Considere-se em particular
τ = me´dia = 0,87%. Ora, os valores determinados pelo desvio-padra˜o e pela semideviation foram res-
petivamente 7,43% e 16,42%. Como sa˜o muito distintos, significa que existe uma maior proximidade
entre cada retorno e a me´dia global, esteja este retorno acima ou abaixo da mesma. Consequentemente
tem um impacto menor no desvio-padra˜o do que se tivesse uma dispersa˜o maior. Assim, visto que a
semideviation apenas considera os valores abaixo da me´dia e, como observado, na˜o so´ esta distribuic¸a˜o
tem uma assimetria negativa como conte´m um valor muito negativo, isto faz com que haja um impacto
maior no valor do risco, originando este valor elevado.
Desta forma esta´ exposta a importaˆncia entre analisar exclusivamente perdas ou perdas e ganhos,
devolvendo valores diferentes para o risco que se pretende analisar. Segue-se enta˜o uma ana´lise aos dois
me´todos para a constituic¸a˜o de uma carteira de investimentos.
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4.2 Constituic¸a˜o da Carteira
Nesta subsecc¸a˜o ira˜o ser apresentados os resultados dos modelos implementados com o intuito de
otimizar uma carteira de investimentos internacional tendo em considerac¸a˜o a minimizac¸a˜o do risco
presente. Para o modelo PMPT considerou-se a formulac¸a˜o em (3.12) e o respetivo retorno mı´nimo
esperado de τ = 1,6%, e ainda os ativos apresentados inicialmente neste capı´tulo. Sera˜o analisados os
desempenhos dos modelos PMPT e MPT como descrito em (2.3). Em todas as otimizac¸o˜es, os retornos
dos presentes ativos encontram-se tendo em considerac¸a˜o os retornos das taxas de caˆmbio, o que significa
que foram considerados os retornos ajustados dos ativos, de acordo com a equac¸a˜o (3.5). Comece-se por
apresentar os pesos determinados conforme os modelos na figura 4.4.
(a) Modelo PMPT (b) Modelo MPT
Figura 4.4: Pesos atribuı´dos a cada ativo em cada modelo.
Como se pode observar na figura 4.4, ambos os modelos da˜o um maior peso, a rondar os 53%, ao ativo
BC8G. Relembro que este ativo, que ja´ se encontrava em Euros, foi um dos ativos mais esta´veis e que
se considerou com uma melhor evoluc¸a˜o desde o inı´cio do perı´odo. Assim, pode-se observar na tabela
4.1 que este ativo teve a me´dia mais elevada dos retornos de todos os ativos, com 1,9%, uma assimetria
relativamente positiva, um risco relativamente baixo, sendo que, para a semideviation determinou-se um
valor de 4,15% e para o desvio-padra˜o de 6,52%, pelo que os valores acima da me´dia na˜o contribuem
com muito peso para o risco.
A restante atribuic¸a˜o dos pesos, embora sobre os mesmos ativos, difere entre os dois modelos, isto e´,
enquanto que o modelo PMPT atribui cerca de 36% do peso total ao ativo SAPG, o modelo MPT atribui
apenas 8% ao mesmo ativo e, de forma ana´loga, o modelo PMPT aloca cerca de 1% ao ativo ULVR e o
modelo MPT atribui um valor de quase 20%. Relembrando algumas das informac¸o˜es sobre estes ativos
apresentadas na tabela 4.1 e as observac¸o˜es feitas atrave´s dos dois histogramas, as diferenc¸as que geraram
estas hipo´teses foram o grau de assimetria, superior no ativo SAPG do que no ULVR considerando uma
me´dia igual de 1,28%.
De forma ana´loga, o modelo PMPT atribui apenas 11% ao FB, enquanto que o modelo MPT sugere
19%. Para este ativo, o valor da semideviation foi de 4,63% e o desvio-padra˜o de 6,22%, com uma
me´dia de 1,22% e um grau de assimetria pro´ximo de 1. Isto pode ser justificado com uma quebra dos
prec¸os que ocorreram neste ativo ao longo do horizonte temporal em ana´lise. Ainda assim, houve uma
valorizac¸a˜o no prec¸o deste ativo, o que faz com que haja um ganho elevado com este investimento, ainda
que na moeda de base se torne superior ao valor da moeda local devido a` valorizac¸a˜o do Do´lar contra o
Euro.
Relembrando o gra´fico 4.1, a evoluc¸a˜o destes quatro ativos foi respetivamente de: FB 189%, BC8G
181%, SAPG 146% e ULVR 141%, o que significa que todos eles apresentam um retorno positivo
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considerando os dados histo´ricos. Ale´m disso, nota-se a clara influeˆncia da medida de risco utilizada em
cada modelo, o que se reflete nas acentuadas diferenc¸as nos valores do desvio-padra˜o e da semideviation,
sendo que o modelo PMPT considera como mais arriscado o ativo FB, seguindo-se os ativos ULVR,
BC8G e SAPG, enquanto que o modelo MPT considera que o ativo mais arriscado e´ o BC8G, seguido
do SAPG, ULVR e FB.
A nı´vel de interac¸a˜o entre os ativos apresentados quer pela semi-covariaˆncia quer pela covariaˆncia,
as relac¸o˜es apresentadas sa˜o positivas e baixas entre cada dois ativos integrantes, sendo que a variaˆncia
contribuira´ para um maior risco final do que a semi-variaˆncia devido aos seus valores mais elevados,
como apresentados nas tabelas 4.2 e 4.3. Apesar de correlac¸o˜es negativas permitirem uma diminuic¸a˜o no
risco de uma carteira, na˜o havera´ grande impacto neste exemplo, visto na˜o se estar a incluir na carteira
ativos que permitam esta diminuic¸a˜o, face a` existeˆncia de ativos com melhores desempenhos.
Na tabela 4.6 encontram-se o respetivo retorno e risco associados a` composic¸a˜o da carteira encon-
trada.
Tabela 4.6: Retorno e Risco de cada carteira consoante o modelo utilizado.
Modelo Retorno Final (%) Risco Carteira (%)
PMPT 1,60 3,29
MPT 1,60 4,34
Como seria de esperar, ambas as carteiras atingem o retorno mı´nimo definido inicialmente, que era
uma das restric¸o˜es impostas. Como se pode observar na tabela 4.6, a carteira do modelo PMPT tem
um risco inferior ao risco determinado com o modelo MPT. Ou seja, para um mesmo retorno, o modelo
PMPT permite que o risco da carteira seja inferior ao alcanc¸ado com o modelo MPT, isto deve-se ao
facto de cada modelo considerar uma medida de risco diferente, sabendo que o objetivo e´ o mesmo, o de
minimizar o risco presente na carteira. Assim, o modelo PMPT toma uma posic¸a˜o menos conservadora,
considerando apenas as perdas como potencial risco, opta pelos ativos com me´dias elevadas e com assi-
metrias preferencialmente positivas onde, simultaneamente, teˆm uma semideviation relativamente baixa.
No conjunto, significa que este modelo na˜o so´ tem em considerac¸a˜o a influeˆncia do retorno alvo pre-
tendido no risco, como tambe´m opta por ativos com retornos elevados e preferencialmente superiores a`
me´dia individual de cada um. Em contrapartida, a medida de risco do modelo MPT, a variaˆncia, tem
em considerac¸a˜o tambe´m os ganhos como risco, sendo indiferente se tem mais retornos positivos ou
negativos na contabilizac¸a˜o do risco, o que torna difı´cil a sua interpretac¸a˜o. Considera apenas a me´dia
individual de cada ativo para medir o risco, na˜o tendo assim integrado o retorno mı´nimo esperado.
Segue-se na figura 4.5 a fronteira de eficieˆncia de cada modelo com a respetiva carteira analisada an-
teriormente tambe´m assinalada, considerando os retornos e riscos associados. E´ na fronteira de eficieˆncia
que se encontram as carteiras eficientes, refletindo va´rias combinac¸o˜es o´timas do bino´mio retorno/risco.
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Figura 4.5: Fronteiras de eficieˆncia e respetivas carteiras o´timas dos modelos PMPT e MPT.
Cada fronteira foi determinada de acordo com o modelo usado, sendo o PMPT o modelo em ana´lise
e o MPT o modelo tradicional. Cada ponto representado expressa a carteira determinada e apresentada
neste estudo consoante cada um dos modelos.
Observe-se que o modelo PMPT demonstra ter uma alocac¸a˜o melhor entre o bino´mio retorno/risco
face ao modelo MPT, o que se transmite no facto de, para um mesmo retorno esperado, o risco ser
inferior, como ja´ apresentado na tabela 4.6. Desta forma se afirma e considera que o modelo Post Modern
Portfolio Theory demonstra ter um desempenho mais realista e plausı´vel na medic¸a˜o do risco latente a
uma carteira, sendo a semideviation a medida considerada para a ana´lise, dando coereˆncia a` definic¸a˜o de
risco atrave´s da incerteza negativa.
4.3 Backtesting
Nesta secc¸a˜o ira´ ser desenvolvida uma estrate´gia de investimentos para um dado horizonte temporal
tendo por base dados histo´ricos, e que se designa de backtesting. Desta forma, sera˜o simuladas carteiras a
investir num determinado perı´odo com base em variac¸o˜es histo´ricas de prec¸os reais e, consequentemente,
procura-se determinaro respetivo retorno e o risco inerente a cada investimento.
Para a realizac¸a˜o do backtesting sera˜o considerados os mesmo ativos mas por um perı´odo de tempo
mais extenso, desde janeiro de 2014 a dezembro de 2018, onde T = 59 meses, e os dados simulados cor-
respondera˜o ao perı´odo de T-K= 24 meses, onde K= 35 representam os meses de dados histo´ricos. Para
o pretendido, consideram-se os retornos ajustados histo´ricos, isto e´, ja´ considerando o retorno efetivo dos
ativos e das respetivas taxas de caˆmbio para os correspondentes 35 meses e realiza-se um procedimento
backtest no horizonte previsto dos restantes 24 meses. Cada simulac¸a˜o sera´ feita com base em me´dias
mo´veis, onde cada me´dia, representativa do valor esperado, e´ reajustada consoante o perı´odo em estudo,
isto e´, apo´s analisado mais um meˆs, a me´dia e´ reajustada com esse meˆs deixando para tra´s o primeiro,
bem como o risco mo´vel, determinado da mesma forma.




Inicializa-se o processo com T-K = 0, representativo do primeiro meˆs a estimar, com base nas
variac¸o˜es dos dados histo´ricos iniciais (K = 35).
1. Estimac¸a˜o da matriz de semi-covariaˆncias (matriz de covariaˆncias1) e determinac¸a˜o do retorno
esperado de cada ativo.
2. Atrave´s do modelo pretendido, e´ formada uma carteira para o intervalo com os dados histo´ricos, e
calculado o respetivo retorno esperado e risco dessa carteira.
3. O intervalo dos dados histo´ricos utilizado para a estimac¸a˜o e´ reajustado, absorvendo um novo meˆs
de simulac¸a˜o e deixando para tra´s o meˆs inicial do intervalo. E´ calculado o retorno real da carteira,
que por sua vez e´ adicionado a` riqueza acumulada ate´ ao momento.
4. Repetem-se os passos 1, 2 e 3 ate´ que T-K = 24. O tamanho do intervalo dos dados histo´ricos sera´
mantido constante, com 35 meses.
Antes de prosseguir com o desenvolvimento, torna-se relevante observar o comportamento dos dados
para este perı´odo adicional, de janeiro de 2017 a dezembro de 2018, mantendo o prec¸o de base inicial de
janeiro de 2014 para cada ativo.
Figura 4.6: Evoluc¸a˜o percentual dos prec¸os dos ativos considerando o prec¸o inicial jan-14 como base, no perı´odo jan-17 e
dez-18.
Facilmente se observa que a evoluc¸a˜o de cada ativo se mante´m muito semelhante, apesar de alguns
casos com variac¸o˜es mais acentuadas, com destaque para o ativo AMZN que terminou com 418,74%, ou
os ativos BC8G e AAPL, que terminaram com, respetivamente, 248,04% e 220,58%. Em contrapartida,
os ativos RR e VOWG mantiveram-se com um prec¸o inferior ao inicial, cerca de 72,60% e 73,87%,
respetivamente.
Com a aplicac¸a˜o da estrate´gia backtesting tem-se, em cada carteira, os respetivos pesos, retorno e
risco, que foram determinados de acordo com os modelos em estudo, sendo o PMPT definido na Me-
todologia e o MPT apresentado na Revisa˜o Litera´ria, seguindo sempre as restric¸o˜es impostas. De tal
1No caso do modelo utilizado ser o MPT
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forma, a soma dos pesos perfaz a unidade e os pesos determinados sa˜o positivos, visto na˜o se considera-
rem vendas a descoberto.
Assim, encontra-se em 4.7 uma ilustrac¸a˜o da alocac¸a˜o feita para cada carteira e consoante o modelo
implementado ao longo dos 24 meses em ana´lise.
(a) Modelo PMPT com τ = 1,6% (b) Modelo MPT
Figura 4.7: Carteiras determinadas pelo procedimento de backtesting para cada modelo.
Como se pode observar, existe uma variac¸a˜o em todos os meses para cada alocac¸a˜o na carteira com
base nos dados histo´ricos. Para ale´m disso, cada modelo faz uma alocac¸a˜o diferente para cada ativo
durante esse perı´odo.
Atrave´s da evoluc¸a˜o dos dados histo´ricos apresentados na figura 4.1, e que foram a base de previsa˜o
desta estimativa, sa˜o noto´rias os maus desempenhos dos ativos RR e VOWG, cujos prec¸os se encon-
tram sempre inferiores aos respetivos prec¸os iniciais, prolongando-se essa tendeˆncia ate´ dezembro de
2018, como podemos observar na figura 4.6. Contudo, observe-se que o modelo MPT investe regular-
mente nestes ativos, talvez pelos valores negativos apresentados nas covariaˆncias que permitem diminuir
o risco total da carteira, mas esquecendo que o retorno final sera´ afetado por esta escolha. Desta forma,
o modelo MPT demonstra a falta de considerac¸a˜o para com o risco de perda no investimento, contri-
buindo negativamente para o retorno final. O interesse do investidor na˜o se prende maioritariamente na
diminuic¸a˜o do risco, que para isso na˜o investia, importa que o retorno aumente acompanhando o au-
mento desse risco. Por outro lado, as melhores evoluc¸o˜es ate´ 2018 foram dos ativos AMZN, AAPL, FB
e ULVR, positivamente semelhantes a`s de 2016, os quais pertencem, na maioria, a`s carteiras formadas
pelos dois modelos.
Na tabela 4.7, esta˜o expostos os valores determinados atrave´s do procedimento implementado para o
retorno e o risco no perı´odo, apenas apresentados para o primeiro e u´ltimo meˆs, de acordo com o modelo
utilizado, sem esquecer que o modelo PMPT considera a semideviation como medida de risco e o modelo
MPT a respetiva variaˆncia.
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Tabela 4.7: Valores para o retorno e risco determinados no inı´cio e no final do perı´odo de backtesting







Cada retorno e risco apresentados refletem os valores determinados consoante a carteira simulada
para cada meˆs apresentado, sendo que na pra´tica existem valores para todos os meses do horizonte
temporal. Como se observa na tabela 4.7, o retorno determinado no primeiro meˆs e´ ideˆntico em am-
bos os modelos apresentados, contudo o risco continua a diferir, sendo inferior para o modelo PMPT.
Constatou-se que o risco de todas as carteiras construı´das foi maioritariamente inferior neste modelo
comparativamente ao modelo MPT. Por outro lado, no u´ltimo meˆs em ana´lise, o retorno foi superior no
modelo PMPT em contraste com o retorno alcanc¸ado com o modelo MPT, sendo ate´ inferior a 1, tendo
sido constatado que 2/3 dos retornos de cada carteira foram superiores no modelo PMPT.
Em func¸a˜o dos resultados alcanc¸ados com o procedimento de backtesting, podemos analisar na fi-
gura 4.8 a evoluc¸a˜o do capital acumulado considerando a respetiva evoluc¸a˜o do retorno de cada carteira
construı´da ao longo do perı´odo.
Figura 4.8: Evoluc¸a˜o da riqueza acumulada ao longo do perı´odo mensal simulado, desde jan-17 a dez-18.
Considerando um investimento inicial de uma unidade em Euros, pode-se observar que, para o mo-
delo PMPT com τ = 1,6%, houve uma evoluc¸a˜o desse capital chegando a atingir 1,65 e e que, para
o modelo MPT, na˜o passou de 1,38 e. Apesar de como ja´ constatado nos retornos, o modelo MPT
ter alguns meses em que supera o modelo PMPT, em nada sa˜o significativos e ocorrem poucas vezes.
Considerando um τ = 0%, as diferenc¸as relativamente ao modelo MPT sa˜o mais noto´rias, sendo este
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retorno alvo inferior a` me´dia global utilizada, quer para o retorno final quer para medir o risco do modelo
MPT, e que no final do perı´odo simulado se alcance igualmente valores superiores no modelo PMPT, de
1,45e. Pelo que, a longo prazo, o modelo PMPT podera´ levar a maiores e mais favora´veis retornos.
Concluı´mos assim que o retorno esperado pretendido tem igualmente influeˆncia no investimento,
devendo por isso ser bem definido, e que o desempenho do modelo PMPT tende a ser superior a` do
modelo MPT.
4.4 Multiperı´odo
Face ao proposto na Metodologia, apresentam-se os resultados do acompanhamento de uma carteira
por dois perı´odos em que sa˜o permitidos ajustes a`s quantidades investidas em cada ativo, consistindo
em compras e vendas desses mesmos ativos entre os diferentes perı´odos. Desta forma, pretende-se
alcanc¸ar uma riqueza mı´nima no final, associada ao estipulado τ , sendo que para cada um dos perı´odos
estara˜o associados um retorno e risco face a` respetiva composic¸a˜o da carteira. Este modelo recursivo ira´
desenrolar-se de modo a determinarcada quantia moneta´ria pretendida e sem esquecer que o objetivo final
consiste na minimizac¸a˜o do risco total, caracterizado pela soma ponderada dos riscos em cada perı´odo.
Assim, pretende-se um investimento a dois perı´odos, onde T = 2, e procura-se formar e gerir uma
carteira ao longo deste horizonte temporal, com os mesmos n = 10 ativos disponı´veis. Sera˜o necessa´rios
os retornos dos ativos para estes perı´odos, Rti , e as respetivas taxas de caˆmbio S
t
i . O objetivo sera´ o de
determinar os valores para wti , em Euros, representativo dos montantes investidos em cada ativo nesse
perı´odo na carteira, e u1i , os valores que expressam as compras e vendas desses ativos definidos apo´s o
primeiro perı´odo e que sera˜o implementados para o segundo.
Para a sua resoluc¸a˜o, sera´ preciso ter em considerac¸a˜o os desvios dos valores de mercados face a`s
expectativas pretendidas. Deste modo, considere-se que cada expectativa fica definida atrave´s da me´dia
da rentabilidade histo´rica de cada ativo para o perı´odo de janeiro de 2014 a dezembro de 2016, acrescida
da unidade, como exposto na tabela 4.8. A matriz de semi-covariaˆncias ja´ foi apresentada em 4.2. Todos
estes valores sera˜o mantidos constantes para os dois perı´odos de investimento.
Tabela 4.8: Expectativa de retorno por ativo.
i ALV BC8G NESN SAPG VOWG AAPL AMZN FB RR ULVR
(1+ζi) 1,01 1,02 1,01 1,01 -1,00 1,02 1,03 1,02 -1,01 1,01




)− (1+ζi)]S1i , ∀i = {1, · · · ,10}, valor representativo do ativo correspondente por ordem
apresentada.
Considere-se um capital disponı´vel para o investimento de C0 = 1e e tambe´m um determinado re-
torno final esperado de τ = 1,6%, correspondendo a determinarum valor igual ou superior a 1,016e
em T=2. Na˜o sa˜o consideradas vendas a descoberto, pelo que as quantias investidas em cada ativo e
em qualquer perı´odo sera˜o sempre positivas ou nulas. Por outro lado, na˜o sa˜o considerados custos de
transac¸a˜o nem injec¸o˜es moneta´rias ao longo do horizonte temporal, pelo que o auto-financiamento foi
considerado, correspondendo a que as compras e vendas em Euros se compensassem.




Tabela 4.9: Constituic¸a˜o de cada carteira em func¸a˜o das quantias em Euros investidas em cada ativo, em cada perı´odo de tempo.
ALVG BC8G NESN SAPG VOWG AAPL AMZN FB RR ULVR
w0∗ 0,252 0,000 0,237 0,000 0,000 0,000 0,000 0,025 0,000 0,485
w1 0,016 0,111 0,437 0,055 0,000 0,024 0,000 0,205 0,000 0,080
w2 0,017 0,114 0,445 0,054 0,000 0,036 0,000 0,283 0,000 0,068
As alterac¸o˜es efetuadas ocorrem quando t = 1, o que significa que w0∗ 2 e´ a carteira inicial e w1
corresponde a` carteira ja´ com as deciso˜es de ajustamento tomadas e os respetivos ganhos nesse perı´odo.
Desta forma, segue-se na tabela 4.10 as alterac¸o˜es ocorridas atrave´s das polı´ticas de ajustamento, que
correspondem aos ajustes efetivos a implementar em cada ativo considerando os desvios aos valores de
mercado.
Tabela 4.10: Ajustes efetivamente ocorridos em cada ativo quando t = 1.
ALVG BC8G NESN SAPG VOWG AAPL AMZN FB RR ULVR
u1 -0,222 0,111 0,198 0,055 0,000 0,024 0,000 0,175 0,000 -0,340
Com isto, espera-se que hajam compras dos ativos BC8G, NESN, SAPG, AAPL e FB, sendo que
va˜o ser vendidas quantias dos ativos ALVG e ULVR, mantendo os restantes, VOWG, AMZN e RR.
Contudo, estas polı´ticas de ajustamento u1 foram determinadas atrave´s de uma func¸a˜o parametrizada
afim, que depende do desempenho de cada ativo e de acordo com as expectativas pretendidas. Desta
forma, estes efeitos surgem com a combinac¸a˜o entre κ∗1, na tabela 4.11, e a matriz Θ1 apresentada em
4.12.
Observando esta tabela, 4.10, em conjunto com a tabela 4.9, sa˜o noto´rias as alterac¸o˜es em w1 ocor-
ridas com as alterac¸o˜es dos ativos, com o impacto da evoluc¸a˜o dos retornos e das taxas de caˆmbio na
carteira no primeiro perı´odo. Isto e´, foram investidos 0,111e no ativo BC8G, e 0,055e no ativo SAPG,
sendo que so´ em t = 1 e´ que o ativo AAPL passou tambe´m a integrar a carteira, com o valor de 0,024e.
Por outro lado, se subtrairmos os ajustes feitos a` carteira em t = 1, e´ possı´vel ter uma ideia da evoluc¸a˜o
dos ativos que integravam a carteira no inı´cio. Ou seja, observando o ativo ALVG ja´ com as vendas, o va-
lor seria superior aos 0,016e apresentados, o que significa que ainda teve uma ligeira desvalorizac¸a˜o no
primeiro perı´odo, mais precisamente de −5,40%, e de forma semelhante com o ativo NESN. Relativa-
mente ao ativo FB, que sofreu uma desvalorizac¸a˜o de −12,01%, teve contudo um aumento do seu valor
na carteira e que se deveu a` sua taxa de caˆmbio, pois o EUR/USD diminuiu de 1,3802 para 1,3771, o
que levou a` obtenc¸a˜o de uma quantia em Euros superior a` inicialmente investida. Por outro lado, o ativo
ULVR, que valorizou 4,92% teve uma descida no seu valor para ale´m da venda, que se deveu a` taxa
do EUR/GBP, tendo esta aumentado de 0,8243 para 0,8265, o que influenciou o seu valor, tornando-o
inferior quando convertido para Euros.
Relativamente ao 2o perı´odo, sem alterac¸o˜es feitas aos ativos da carteira, existiram variac¸o˜es nos
seus valores entre w1 e w2. De forma semelhante, entre estes perı´odos, existiu uma valorizac¸a˜o favora´vel
nos ativos ALV, BC8G e NESN, aumentando o seu valor entre t = 1 e t = 2 com, respetivamente, 1,75%,
2,37% e 1,83%, tendeˆncia que foi contrariada com uma descida no valor do ativo SAPG, de −1,23%.
Por outro lado, o ativo FB teve uma descida de −0,76% do seu valor em t = 2 que, juntamente com a
taxa EUR/USD de 1,3867, permitiu alcanc¸ar os 0,283e. Relativamente ao ativo ULVR, este teve um







retorno de−0,99%, reduzindo o seu valor na carteira e, convertido atrave´s da taxa EUR/GBP de 0,8218,
sofreu uma diminuic¸a˜o na sua quantia em Euros.
Na tabela 4.11 esta˜o representados os ajustamentos pretendidos em Euros que o investidor iria fazer
aos ativos na sua carteira em t = 1 se os ganhos alcanc¸ados correspondessem exatamente aos valores
esperados de cada ativo, isto e´, se os valores (1+ ζi) fossem exatamente os ganhos de cada ativo nesse
momento, (1+R1i ).
Tabela 4.11: Valores dos ajustamentos em cada ativo quando t = 1.
ALVG BC8G NESN SAPG VOWG AAPL AMZN FB RR ULVR
κ∗1 -0,219 0,070 0,173 0,030 -0,017 0,022 -0,007 0,185 0,060 -0,295
Deste modo e´ possı´vel observar que, num mercado ideal, seriam adquiridas mais quantias dos respe-
tivos ativos: BC8G, NESN, SAPG, AAPL, FB e RR, e vendidas de: ALVG, VOWG, AMZN e ULVR.
Como tal na˜o acontece, a decisa˜o de ajustamento u1 e´ corrigida com o auxı´lio do termo β 1, por
definic¸a˜o da equac¸a˜o (3.15), e que recorre a` matriz Θ1 apresentada em 4.12. Cada elemento Θ ji, perten-
cente a` linha j e a` coluna i da matriz de reac¸a˜o do mercado, e´ interpretado como sendo a sensibilidade da
ac¸a˜o de controlo do ativo i, u1i , em relac¸a˜o aos desvios do retorno do j-e´simo ativo a`s expectativas, com
i e j pertencentes a {1,2, . . . ,10}.
Tabela 4.12: Matriz de reac¸a˜o aos desvios do mercado.
Θ1
ALVG 0,000 -0,044 -0,021 -0,016 0,002 -0,001 0,018 0,026 0,019 0,017
BC8G -0,014 0,039 0,018 -0,020 0,030 -0,046 0,013 0,001 -0,008 -0,014
NESN 0,002 -0,003 -0,001 -0,001 0,000 -0,001 0,000 0,001 0,002 0,001
SAPG 0,000 -0,005 -0,003 -0,008 -0,004 0,007 -0,005 0,004 0,004 0,009
VOWG 0,003 -0,002 -0,001 -0,003 -0,002 0,000 0,001 0,000 0,002 0,001
AAPL -0,006 0,003 0,003 0,008 0,003 0,000 -0,004 0,000 -0,003 -0,003
AMZN 0,074 -0,091 -0,070 -0,156 -0,087 0,027 0,008 -0,005 0,239 0,061
FB -0,030 -0,094 -0,052 -0,008 -0,005 -0,058 -0,052 0,040 0,108 0,152
RR 0,029 0,063 0,054 0,032 0,030 -0,033 -0,026 -0,017 -0,068 -0,063
ULVR -0,009 0,022 0,004 0,027 0,013 -0,002 0,016 -0,017 -0,024 -0,029
Segue-se a tabela 4.13 onde esta˜o apresentados os valores determinados com o investimento em cada
carteira e perı´odo.
Tabela 4.13: Riqueza alcanc¸ada em cada perı´odo de tempo.
ω0 ω1 ω2
1,00 e 0,928 e 1,016 e
E´ noto´rio que o ajustamento feito favoreceu a riqueza do investimento, permitindo uma melhor
otimizac¸a˜o da carteira, tendo igualmente atingido o objetivo final de 1,016e. Para ale´m do retorno que
se alcanc¸a, existe um risco inerente a cada carteira. Considerando as respetivas quantias investidas em
cada ativo e com o auxı´lio da matriz de semi-covariaˆncias, segue-se na tabela 4.14 os riscos incorridos
por cada carteira, medidos pela semi-variaˆncia em cada um desses perı´odos.
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Tabela 4.14: Semi-variaˆncia de cada carteira por perı´odo de tempo.
Ω2P,0 Ω2P,1 Ω2P,2
0,095 % 0,073 % 0,087 %
Como se pretende determinaro risco total do investimento, fez-se a me´dia das treˆs semi-variaˆncias e,
de forma a analisar a semideviation, a respetiva raiz quadrada, alcanc¸ando um valor mı´nimo do total de
risco com o investimento de: 2,92%.
Neste capı´tulo foram observadas as implementac¸o˜es pra´ticas dos modelos pretendidos, deste modo
foi possı´vel analisar o comportamento de cada modelo e o que aconteceria caso fosse possı´vel fazer
alterac¸o˜es a` carteira entre dois perı´odos consecutivos do investimento. Desta forma, ficam determinados





Desde sempre que o modelo MPT tem sido o me´todo mais utilizado no domı´nio de investimentos
financeiros, com o foco na formac¸a˜o de carteiras o´timas. Com o passar do tempo, surgiram outros
interesses perante um investimento, nomeadamente devido a` maior aversa˜o aos riscos negativos. Nesse
sentido, este modelo apresenta lacunas, ja´ que assume que os retornos dos ativos esta˜o normalmente
distribuı´dos e, consequentemente, na˜o mede efetivamente o risco prejudicial num investimento. Atrave´s
dos ativos presentes neste trabalho, foi possı´vel observar que e´ muito comum existirem assimetrias na
distribuic¸a˜o dos retornos, o que faz com que este modelo se torne inapropriado. Assim, este me´todo
trata as perdas da mesma forma que os ganhos, e com isto o investidor na˜o sabe ao certo se a carteira e´
efetivamente o´tima face aos seus interesses de retorno e risco.
Surgiram assim indicadores alternativos como o Ra´cio de Sharpe, VaR, CVaR e Downside Risk.
Como observado, o Ra´cio de Sharpe centra-se na previsa˜o e modelac¸a˜o do comportamento dos prec¸os
no mercado, tendo em considerac¸a˜o o retorno e risco presentes. Por outro lado, os indicadores VaR e
CVaR ja´ teˆm em considerac¸a˜o a perda a que um investidor esta´ sujeito num investimento, contudo, o VaR
e o Ra´cio de Sharpe assumem novamente a normalidade dos retornos, enquanto que o CVaR pode levar
a maiores erros na sua implementac¸a˜o, entre outras desvantagens apresentadas. Isto significa que estes
treˆs indicadores apresentam problemas semelhantes aos que surgiram com o modelo MPT. A abordagem
com base no Downside Risk teve os seus problemas, isto e´, em tempos demonstrou a dificuldade na
sua implementac¸a˜o a nı´vel computacional, bem como na determinac¸a˜o da matriz de semi-covariaˆncias.
Contudo, a tecnologia de hoje ja´ permite aplicar o modelo de forma ra´pida e eficiente, e Estrada (2008)
facilitou o algoritmo para o ca´lculo da matriz de semi-covariaˆncias.
Com isto, o principal objetivo deste estudo consistiu no desenvolvimento e na ana´lise do comporta-
mento de uma carteira de investimentos internacional que, atrave´s do bino´mio retorno e risco, procurou
estudar as principais particularidades do modelo PMPT, que considera apenas o risco de perda do inves-
timento, e pretendeu-se ainda compara´-lo com o tradicional modelo MPT.
Como tal, apresentou-se na Metodologia, o desenvolvimento e a construc¸a˜o detalhados do modelo
PMPT, que tem como foco o me´todo Downside Risk. Como uma carteira e´ constituı´da por diversos
ativos, foi necessa´rio ter em considerac¸a˜o a construc¸a˜o de uma matriz de semi-covariaˆncias, de forma
a contabilizar o risco entre ativos. Para tal, recorreu-se ao mencionado me´todo sugerido por Estrada
(2008), de forma a ter igualmente em considerac¸a˜o o risco de perda na construc¸a˜o dessa matriz, tendo
sempre o foco num retorno mı´nimo esperado. Como pretendido, a matriz determinada e´ de natureza
sime´trica e exo´gena, o que permitiu ao modelo PMPT ser aplica´vel da mesma forma que o modelo MPT.
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Ainda nesta secc¸a˜o, foi proposta a aplicac¸a˜o do mesmo modelo para dois perı´odos consecutivos, com o
objetivo de analisar o acompanhamento e evoluc¸a˜o de uma carteira face ao comportamento dos ativos,
onde foi possı´vel fazer compras e vendas entre esses perı´odos.
Relativamente a` influeˆncia do grau de assimetria tem-se que, se os dados apresentarem uma assi-
metria negativa, enta˜o o extremo esquerdo pesa mais do que o direito, o que corresponde a que existam
mais retornos abaixo da me´dia. Desta forma torna-se u´til para a percec¸a˜o do que acontece no modelo que
utiliza o downside risk, com o retorno alvo neste caso a corresponder a` me´dia do pro´prio ativo. Assim,
permite saber se existem mais retornos distantes do retorno alvo pretendido, e se esses forem negativos,
enta˜o existem mais perdas. Para mais, quanto menor for esse valor, enta˜o maior sera´ o valor de risco,
ou seja, da semideviation. O mesmo acontece se se escolher um valor para o retorno esperado superior
a` me´dia, o que ocorreu nalguns casos quando se considerou um τ = 1,6%. No modelo cuja medida de
risco e´ a variaˆncia, ou seja MPT, este indicador na˜o demonstra qualquer interesse, o que se deve ao facto
de se estar a medir o risco contabilizando a distaˆncia dos retornos a` respetiva me´dia, sendo indiferente
se sa˜o ganhos ou perdas, isto e´, uma perda de −3% ou um ganho de 3% representa uma contribuic¸a˜o
ideˆntica para o risco.
Na formac¸a˜o de carteiras a 1 perı´odo, o modelo PMPT demonstrou efetuar uma alocac¸a˜o mais ade-
quada entre o bino´mio retorno/risco face ao modelo MPT, o que se transmite no facto de, para um
mesmo retorno esperado, os riscos serem diferentes, tendo sido inferior no primeiro modelo. As frontei-
ras de eficieˆncia apresentadas refletem o que se acabou de afirmar atrave´s da representac¸a˜o das carteiras
o´timas formadas por modelo, e que diferem sempre na combinac¸a˜o entre risco e retorno. Desta forma,
considera-se que o modelo Post Modern Portfolio Theory demonstrou ter um desempenho mais realista
e plausı´vel na medic¸a˜o do risco inerente a uma carteira.
Atrave´s do backtesting foi possı´vel acompanhar e ver as diferentes carteiras formadas por cada mo-
delo. Como tal, constatou-se que a alocac¸a˜o de cada ativo foi diferente em cada carteira, consoante o
modelo e meˆs. Como observado, as escolhas dos ativos foram mais ponderadas no modelo PMPT do
que no modelo MPT, permitindo uma melhor combinac¸a˜o entre o bino´mio retorno/risco. Consequen-
temente, o retorno e o risco em cada carteira diferiram, sendo este u´ltimo maioritariamente inferior no
modelo PMPT em comparac¸a˜o com o modelo MPT. Atrave´s da representac¸a˜o gra´fica da evoluc¸a˜o da
riqueza acumulada no perı´odo em ana´lise observou-se que esta foi maioritariamente superior no modelo
PMPT. A longo prazo, o modelo PMPT podera´ levar a investimentos mais renta´veis e menos arriscados,
em contrapartida, o modelo MPT tende a formar uma carteira que possui um ganho positivo limitado e
com maior risco negativo.
O modelo PMPT aplicado a 2 perı´odos foi realizado com base em dados histo´ricos e recorrendo a
func¸o˜es parametrizadas afins atrave´s de polı´ticas recursivas, que proporcionaram uma correc¸a˜o dos ga-
nhos com respeito aos desvios do mercado, de forma a alcanc¸ar uma soluc¸a˜o que embora sub-o´tima, se
mostrou exata e numericamente eficiente. As concluso˜es nume´ricas que se retiraram da sua aplicac¸a˜o
consistem no favorecimento que o ajustamento proporcionou na riqueza do investimento, fazendo com
que o reajustamento da carteira permitisse atingir o retorno final pretendido. Por outro lado, este ajus-
tamento consentiu que o risco final desta carteira fosse inferior ao risco alcanc¸ado na carteira a um so´
perı´odo, para o mesmo retorno esperado, realc¸ando a importaˆncia do acompanhamento de um investi-
mento por um prazo mais longo.
Investindo num mercado internacional, existe sempre risco cambial devido a`s volatilidades das taxas
de caˆmbio. O presente trabalho teve como moeda base o Euro, sendo que houve as respetivas converso˜es
de USD e GBP. Como observado na evoluc¸a˜o das taxas de caˆmbio respetivas, existiu uma variac¸a˜o ao
longo dos diferentes meses, com impacto no investimento, destacando-se a valorizac¸a˜o do EUR face
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a` GBP e do USD face ao EUR. Desta forma, as rentabilidades das carteiras o´timas sofreram desta in-
flueˆncia, em particular no modelo multiperı´odo, onde houve a necessidade de analisar o que ocorreria
com uma mudanc¸a do valor da taxa de caˆmbio.
Em suma, o modelo PMPT apresentou implicac¸o˜es pra´ticas ao investidor, sendo transparente a
ana´lise ao risco negativo e respetiva formac¸a˜o de carteiras o´timas ao investimento, conseguindo facil-
mente perceber a sua exposic¸a˜o ao risco. Desta forma, os investidores podem minimizar simultaneamente
o risco de perda e alcanc¸ar os retornos esperados ou superiores, mesmo com uma carteira internacional.
5.2 Limitac¸o˜es do Estudo e To´picos para Investigac¸a˜o Futura
Relativamente ao desenvolvimento de uma carteira de investimentos internacional, este trabalho pro-
curou demonstrar a maior flexibilidade e melhor desempenho da carteira aquando da utilizac¸a˜o da me-
dida de risco semideviation. Para finalizar, pretende-se apresentar algumas sugesto˜es para uma futura
investigac¸a˜o sobre o tema. Para comec¸ar, e´ preciso ter em considerac¸a˜o que o valor atribuı´do ao retorno
mı´nimo esperado τ e´ importante, pois influencia a formac¸a˜o das carteiras.
No mercado real, as cotac¸o˜es dos ativos sa˜o apresentadas diariamente e de uma forma contı´nua,
sendo vola´til o prec¸o dia´rio dos mesmos. Contudo, na˜o se teve em considerac¸a˜o os valores dia´rios neste
trabalho, mais precisamente, recorreu-se aos dados mensais para o perı´odo pretendido, ( que corresponde
a uma me´dia dos dados dia´rios para cada meˆs). Pelo que seria interessante analisar num contexto dia´rio,
tornando-se mais realista e verosı´mil a aplicac¸a˜o do modelo.
No modelo PMPT, o risco e´ medido atrave´s da semideviation e esta caracteriza-se por analisar o risco
prejudicial ou de perda num investimento. Neste mesmo modelo, verificou-se que a matriz representativa
das interac¸o˜es entre os ativos da carteira, isto e´, a matriz de semi-covariaˆncias, se apresenta sempre
positiva, de acordo com o modo como foi determinada e que se acredita ser o mais adequado. Desta
forma, surge uma incerteza em relac¸a˜o a` presenc¸a da diversificac¸a˜o. Ou seja, a diversificac¸a˜o e´ ainda
hoje considerada como uma forma de protec¸a˜o contra eventuais desvalorizac¸o˜es dos ativos, traduzindo-se
numa diminuic¸a˜o do risco da carteira. Mas, dadas as circunstaˆncias, ate´ que ponto e´ que a diversificac¸a˜o
dos ativos numa carteira continua a ser “vantajosa” para o risco? Como tal, considera-se um tema que
pode ser analisado em maior detalhe, verificando os impactos que as diferentes medidas de risco dos dois
modelos apresentados teˆm na diversificac¸a˜o, MPT e PMPT.
A construc¸a˜o do modelo multiperı´odo foi apresentada apenas para dois perı´odos, mas poder-se-ia
generalizar para n perı´odos de tempo. Assim, sugere-se desenvolver um modelo multiperı´odo mais
alargado, podendo recorrer de igual modo a` formulac¸a˜o em closed-loop utilizando as equac¸o˜es lineares
recursivas, que sa˜o muito eficientes apesar da sua natureza sub-o´tima. Com isto, seria interessante fazer
a comparac¸a˜o dos resultados determinados atrave´s deste procedimento generalizado com os resultados
apresentados na estrate´gia do backtesting. Desta forma seria possı´vel observar os reajustamentos da
carteira e, mais ainda, analisar as compras e vendas que teriam de ser efetuadas. Por outro lado, no
modelo a dois perı´odos, considerou-se uma matriz de semi-covariaˆncias constante, pelo que seria tambe´m
interessante reformular o mesmo problema de forma a que se tornasse mo´vel, de forma semelhante a` que
foi apresentada no desenvolvimento do backtesting.
Por fim, tambe´m na˜o foram considerados custos de transac¸a˜o, entre outros, e que poderiam ter alte-
rado as concluso˜es e custos finais. Por isso, seria interessante adaptar o modelo de forma a considerar
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